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Wstep

Postrzeganie zaleznosci jest podwalina cywilizacji. Rozumiejac, jak pewne zja-
wiska zaleza od innych, uczymy sie przewidywaé konsekwencje naszych dziatan
i wplywaé¢ na nasze srodowisko. Wiekszos¢ znanych nam zaleznosci opiera sie na
obserwacjach empirycznych. Chociaz niektére z tych zaleznodci sa efektem rozwazan
teoretycznych, to zazwyczaj same teorie zostalty pierwotnie uzyskane z obserwacji
empirycznych. Dowolng metode dopasowywania przebiegéw teoretycznych w posta-
ci zadanych funkcji do danych mozna nazwaé regresja. Takie funkcje sa przydatne
w celu przewidywania i oceny sity relacji opisujacych zaleznosci teoretyczne. Metody
regresji staly sie niezbedne w wielu dziedzinach, w tym w ekonomii, naukach spotecz-
nych, inzynierii, badaniach medycznych i biznesie. Sposréd réznych metod regresji
najszerzej stosowana jest metoda najmniejszych kwadratow, ktora jest powszechnie

uzywana w zastosowaniach statystycznych.

Zmaczacy rozwoj metod regresyjnych nastapit w obrebie ekonometrii, gdzie za-
sadniczy kierunek badan dotyczy stochastycznego charakteru modelowanych proce-
sow ekonomicznych. Termin ,regresja” pojawil si¢ po raz pierwszy w XIX wieku.
Zostal on uzyty przez F. Galtona (1822 - 1911) do opisu zwiazkéw zachodzacych
w procesie dziedziczenia; zob. [§], [31]. Z czasem metody i techniki regresji znala-
zty zastosowanie w réznych dziedzinach nauki do opisu ksztaltowania sie poziomu
pewnych zjawisk w czasie oraz do opisu zaleznosci zachodzacych miedzy badanymi
wielko$ciami. Analiza regresji skupita sie gtéwnie na estymacji parametréw réwnania
regresji, ktore w sposob teoretyczny opisuje istniejacy zwiazek miedzy rozwazany-
mi procesami lub zjawiskami; zob. [8]. Za prekursora stosowania metod iloSciowych
w statystyce uznaje sie W. Petty’ego (1623 - 1687). Wedlug niego statystyka by-
ta metoda wnioskowania na podstawie danych liczbowych, umozliwiajaca wykrycie
okreslonych prawidlowosci wsréd chaotycznych zjawisk masowych. Na uwage zastu-
guja réwniez badania prowadzone przez G. Kinga (1648 - 1712), ktory jako pierwszy
podjal probe ilodciowego opisu zaleznosci pomiedzy zmiang cen kukurydzy a wiel-
koscia jej zbior6éw przy pomocy funkcji liniowej. Z kolei G. U. Yule (1871 - 1951),
w swoich pracach opublikowanych w latach 1895 i 1896, proponowat zastosowanie
analizy korelacji w ekonomii do badania zwigzku pomiedzy ubdstwem a metodami
przeciwdziatania temu zjawisku. R. H. Hooker (1867 - 1944) w 1901 roku wykorzy-

stal te sama technike do badania zwigzku miedzy zmiennymi, analizujac korelacje
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pomiedzy wspotczynnikiem ilosci zawieranych malzenstw i poziomem koniunktu-
ry w Wielkiej Brytanii. Prowadzac swoje badania byt jednak $wiadomy ograniczen
jakie niesie za soba wykorzystanie analizy korelacji, szczegélnie w przypadku jej sto-
sowania do badania danych w postaci szeregow czasowych. W 1907 roku R. Benini
(1862 - 1956) jako pierwszy wykorzystal w ekonomii metode regresji wielorakiej, zas
w 1914 roku H. L. Moore (1869 - 1958) zastynal wprowadzeniem na grunt ekonomii
statystycznej estymacji parametréw ekonomicznych. W 1900 roku L. Bachelier (1870
- 1946), wykorzystujac szeregi czasowe cen akcji paryskiej gieldy, zauwazyt losowy
wptyw na ich wielkos¢, co stato sie w pdzniejszym okresie podstawa do rozwazan na
temat efektywnosci rynku; zob. [6], [8], [18], [31].

Klasycznie pojmowane zagadnienie regresji polega na wyznaczaniu wielomianow
W stopnia nieprzekraczajacego zadanej liczby n € N, ktore sa optymalnie dopaso-
wane do zadanych skonczonych ciggéw liczbowych x i y, reprezentujacych dane em-
piryczne. Jako kryterium optymalizacji przyjmuje sie tutaj odchylenie kwadratowe.
Zatem wielomiany W sa wyznaczane metoda najmniejszych kwadratéw, na podsta-
wie danych empirycznych. Wielomiany regresyjne odgrywaja istotna role w analizie
empirycznych danych liczbowych. Najprostsze do wyznaczenia sg wielomiany regre-
syjne stopnia nie przekraczajacego 1, czyli tzw. regresje liniowe. Zaleznos¢ liniowa
jest réwniez bardzo intuicyjna. Z tego powodu regresje liniowe sg najczesciej stoso-
wane w praktyce. Z drugiej strony takie podejécie niesie za sobg nadmierne uprosz-
czenie szukanej zaleznosci funkcyjnej pomiedzy danymi. Trudno jest w ten sposob
wychwyci¢ bardziej ztozone zaleznosci.

Rozwazania dotyczace regresji na gruncie rachunku prawdopodobienstwa, ja-
kie sg przedstawione w tej pracy, prowadzag do wyodrebnienia szczegdlnego typu
struktur regresji okreslonych w Definicji [I.2] Sa to synchroniczne struktury regresji
(SRS) postaci R := (A, B, §;x,y) zdefiniowane dla zadanej przestrzeni probabili-
stycznej (2, A, P), gdzie kryterium odchylenia 0 spelnia réwnosé (1.4)) z podsta-
wieniem v := P. O modelu funkcyjnym F zaklada si¢, ze tworzy on rozmaitosé
liniowa w przestrzeni funkcji (A — B) ze standardowa struktura dodawania funkcji

i mnozenia funkcji przez stala.

Rozdzial pierwszy zawiera zarys historyczny teorii regresji oraz syntetyczny opis
asynchronicznych (ARS) i synchronicznych (SRS) struktur regresji. Pojecia te zo-
statly zaczerpniete z artykulu Generalized approach to the problem of regression
(zob. [25]) bedacego proba ujednolicenia teorii regresji. Ukazal sie on w 2015 ro-
ku i stal sie inspiracja do napisania niniejszej pracy doktorskiej. W rozdziale drugim
przedstawiono pomocnicze fakty dotyczace catkowania funkcji zespolonych, wyko-

rzystywane w dalszej czesci dysertacji. Udowodniono miedzy innymi twierdzenia
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o catkowaniu przez podstawianie oraz o aproksymacji zespolonych funkcji catkowal-
nych przez funkcje proste. Rozdzial trzeci stanowi zasadnicza cze$¢ pracy, w ktorej
zdefiniowano probabilistyczna strukture regresji B := (A, B, §; x, y) nad przestrzenia
probabilistyczng P := (2, A, P). Gléwnym wynikiem jest tutaj twierdzenie cha-
rakteryzujace klase funkcji regresji. Wynika z niego szereg podstawowych wtasnosci
funkcji regresji opisanych w dalszej czesci pracy. W szczegolnosci podano warunki
zapewniajace jednoznacznos$é¢ funkeji regresji. Opisano réowniez regresje pierwszego
rodzaju w terminach probabilistycznych struktur regresji. Poruszono takze zagad-
nienie zaleznosci pomiedzy rzeczywistymi i zespolonymi probabilistycznymi struk-
turami regresji. W szczegdlnosci zaprezentowany zostal przyktad uzasadniajacy roz-
wazanie zespolonych probabilistycznych struktur regresji. Rozdzial czwarty przed-
stawia zagadnienie efektywnego wyznaczenia funkcji regresji w terminach zadanej
skoniczonej bazy rozmaitosci liniowej F. Zostala tutaj omdéwiona struktura klasy
regresji oraz procedura wyznaczania funkcji regresji. Ponadto rozwigzano problem
regresji dla jednowymiarowych, dwuwymiarowych i trojwymiarowych modeli teore-
tycznych F. Zostal poruszony takze przypadek ogdlny rozwigzania problemu regresji
dla wielowymiarowych liniowych modeli teoretycznych. Powyzsze rozwazania zosta-
ty zilustrowane przyktadami. Poruszono réwniez zagadnienie transformacji funkcji
regresji spowodowane zastapieniem funkcji probkujacej y przez ztozenie g o y, gdzie
g jest wielomianem stopnia pierwszego. Rozdziat piaty przedstawia ilustracje prak-
tyczng rozwazan teoretycznych. Na podstawie twierdzenia [£.10] opracowano metode
numeryczng obliczania funkcji regresji dla dowolnie zadanego uktadu funkcji bazo-
wych. Zaprezentowano rowniez realne przyktady wyznaczania funkcji regresji oparte
na implementacji tej metody w arkuszu kalkulacyjnym MS Excel przy uzyciu jezyka
programowania VBA. Kod programu zostal zamieszczony w zatgczniku. Ponadto
znajduja sie tam wynikowe zrzuty ekranu z wykonanych obliczenn numerycznych dla
realnych przyktadow zamieszczonych w rozdziale pigtym.

W calej pracy przyjmujemy oznaczenia Z,, = {n € Z: p < n < ¢} i1 Z, =
{n € Z:p < n} dlap,q e Z. W szczegblnosci N = Z;. Ponadto przyjmujemy, ze
wyrazenia typu /QXdP i /QX(w)dP(w) oznaczaja te samg wartos$¢ catki funkeji X

na zbiorze 2 wzgledem miary P.
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Rozdziat 1

Zagadnienie regresji

Analiza regresji zajmuje si¢ badaniem zaleznosci pomiedzy zmiennymi, majac na
celu konstrukcje modelu, ktory dobrze odzwierciedla te zaleznosé. Takiego badania
dokonujemy na podstawie przeprowadzenia doswiadczen i analizy ich wynikow. War-
to zaznaczy¢, ze stowo regresja w ttumaczeniu z taciny oznacza cofanie. Stosowanie
w nazwie tej dziedziny, jak tez w nazwie kilku innych poje¢, stowa regresja jest histo-
ryczne i raczej niefortunne. Nazwa ta zostata prawdopodobnie po raz pierwszy uzyta
w 1885 r. przez angielskiego naukowca Sir F. Galtona (ucznia K. Darwina) podczas
badania zalezno$ci wzrostu potomstwa od wzrostu rodzicow. Galton byt pionierem
w stosowaniu metod statystycznych do pomiarow zjawisk w wielu gateziach nauki
oraz w badaniu danych dotyczacych ludzkich réznic indywidualnych i dziedziczenia
inteligencji oraz wprowadzil kwestionariusze i ankiety do zbierania danych na temat
spotecznodci ludzkich. Prowadzil on miedzy innymi badania empiryczne dotyczace
wzglednych rozmiaréw rodzicéw i ich potomstwa u réznych gatunkéw roslin i zwie-
rzat. Jako pierwszy w 1886 roku opisat zjawisko regresji w kierunku sredniej, ktore
dotyczyto zwiazku miedzy wartodcia wzrostu dzieci a wzrostem ich rodzicow. Wy-
kazal on bowiem, ze niezwykle wysocy rodzice (znacznie wyzsi powyzej $redniej),
maja dzieci nizszego wzrostu, natomiast rodzice o wzroscie znacznie nizszym, niz
przecietny, maja dzieci wyzsze od nich; zob. [6]. Galton zdal sobie sprawe, ze po-
tomstwo ma tendencje do powrotu do $redniej wielkosci i dlatego nazwat to zjawisko
cofaniem w kierunku przecietnosci (regression towards mediocrity - RTM); zob. [13].
Zjawisko to jest zobrazowane na rysunku [I.1} Krétkie poziome linie na skali z lewej
strony wykresu odnosza sie do sredniego wzrostu rodzicéow od 64,5 do 72,5 cali ze
skalg podziatki jednego cala. Mate kétka na rysunku pokazujg sredni wzrost dzieci
grupy rodzicéw o zadanym wzroscie. Linia AB obrazuje $rednie wzrosty rodzicéw,
a linia C'D przedstawia ,wygtadzone” wyniki odpowiadajace sredniemu wzrostowi
ich dzieci. Stosunek dlugosci odcinka C'M do dlugosci odcinka AM wynosi 2/3.
Punkt przeciecia linii AB i C'D znajduje si¢ na poziomie srednim M = 68,25 cala.
Dystans pomiedzy liniami AB i C'D obrazuje pojecie regression towards mediocrity.

To samo dotyczy praktycznie kazdego pomiaru fizycznego, a w przypadku ludzi

— wiekszosci pomiaréw zdolnosci poznawczych i fizycznych, ktore mozna wykonaé na

11
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Rysunek 1.1: Zjawisko regresji w kierunku éredniej (RTM) rozumiane przez Galtona;

zob. [13].

rodzicach i ich potomstwie; zob. [12], [31]. Od tego czasu opisano wiele przypadkow
wystepowania RTM. Wykazano, iz regresja w kierunku sredniej ma miejsce zawsze
wtedy, gdy dobor grupy badanej nie jest losowy, co powoduje, iz obserwowana cecha
nie odzwierciedla stanu rzeczywistego w populacji. Brak losowosci skutkuje tym,
ze Srednia wartos¢ ocenianej cechy jest albo wyzsza niz w populacji, albo jest nie-
prawdziwie niska; zob. [3], [23]. Wérdd ciekawych, wartych przytoczenia przyktadow
efektu RTM znajdujg sie obserwacje Streinera, ktory zauwazyt, ze dzieci profeso-
row akademickich osiagaja gorsze wyniki na egzaminach wstepnych niz ich rodzice,
a dzieci milioneréw, ktérzy sami osiggneli sukces, odnoszg mniejsze sukcesy niz rodzi-
ce. Podkresla ponadto, ze osoby sprawujace najwyzsze stanowiska po zakonczeniu
swojej kadencji wypalaja sie zawodowo i osiggaja mniejsze sukcesy. Niewgtpliwie
w kazdym z wymienionych przypadkow grupa, w stosunku do ktérej odnosza sie
rezultaty, cechuje sie¢ wartoscig srednia badanej cechy wyzsza niz jej rzeczywista
wartos¢ w populacji; zob. [23].

W istocie dziedzina zajmujaca sie poszukiwaniem zaleznosci na podstawie pro-
wadzenia doswiadczen jest o wiele starsza. Tak na przyktad matematycy francuscy
(szczegblnie P. S. Laplace) w XVIII wieku przeprowadzali analizy, ktére nazwa-

libySmy dzi$ analiza regresji. Pierwsza forma regresji byta regresja liniowa otrzy-



PROBABILISTYCZNE STRUKTURY REGRESJI 13

mana metoda najmniejszych kwadratow. Po raz pierwszy w publikacji metody tej
uzyl A. M. Legendre w dodatku do swojej ksiazki , Nouvelles méthods pour la
détermination des orbites des cométes”. Ksiazke te wraz z suplementem opubli-
kowano w 1805 roku; zob. [22]. Tymczasem w wydanej cztery lata pézniej ,Theoria
Motus Corporum Coelestium in sectionibus conicis solem ambientium” (zob. [16])
G. F. Gauss stwierdzil, ze uzywa metody najmniejszych kwadratéw od roku 1795;
zob. [6]. Zar6wno Legendre, jak i Gauss zastosowali te metode do rozwigzania pro-
blemu wynikajacego z obserwacji astronomicznych, a dotyczacego orbit ciat poru-
szajacych sie wokot Stonca — gtéwnie komet, ale takze odkrytych pdzniej mniejszych
planet; zob. [32]. Gauss opublikowal swoje wyniki dotyczace teorii najmniejszych
kwadratow w 1821 r. (zob. [I7]) w tym pierwsza wersje znanego dzisiaj twierdzenia
Gaussa-Markowa.

Dla Galtona regresja miata znaczenie tylko biologicznd] (zob. [14], [15]), ale je-
go praca zostala pdzniej rozszerzona przez Yule’a (zob. [34]) i Pearsona (zob. [26])
na bardziej ogélny kontekst statystyczny. W pracach Yule’a i Pearsona zaktada sie,
ze taczny rozktad zmiennych objasnianych (zaleznych) i zmiennych objasniajacych
(niezaleznych) jest rozktadem Gaussa. To zalozenie zostato ostabione przez Fishera
w jego pracach z 1922 i 1925 r.; zob. [1], [9], [10]. Fisher zalozyl, ze rozklad wa-
runkowy zmiennej objasnianej jest gaussowski, ale rozktad taczny nie musi nim by¢.
Pod tym wzgledem zatozenie Fishera jest blizsze sformutowaniu Gaussa z 1821 r.

W latach 50-tych i 60-tych XX wieku ekonomisci, wraz z wprowadzeniem na
rynek komputeréw, uzywali ich do wyznaczania regresji. Przed 1970 r. obliczanie
jednej regresji czasem trwato do 24 godzin; zob. [28§].

Metody regresji sa nadal obszarem aktywnych badan. Zwykle w problemach
regresji jedna ze zmiennych (zmienna zalezna) oznaczana najczesciej przez y jest
yksztaltowana” przez zmienne oznaczane najczesciej przez xq, ..., T zwane zmien-

nymi niezaleznymi, ktére maja wyjasni¢ zachowanie zmiennej y. Jesli dane sugeruja

zaleznos¢ pomiedzy y i xy,...,x, to chcemy okresli¢ te relacje za pomoca pewnej
funkcji f,

(1.1) y= flxy,...,2),

co pomoze przewidzie¢ y dla danych zq, ..., x,. Taka zalezno$¢ moze nie by¢ spet-

niona ze wzgledu na wahania przypadkowe czy btedy pomiaru. Czesto znana jest
posta¢ matematyczna zaleznosci (1.1), za wyjatkiem parametréw, lub tez zaleznosé

ta jest okreslona przez proces fizyczny czy pewne prawo. Innymi stowy zwiazek (|1.1))

LGalton uzywa terminu ,reversion”, gdy omawia wielkoéé groszku lub terminu ,regresja”, gdy

omawia wzrost ludzi
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przybiera postac
y=f(z1,...,7150),

gdzie « jest ciggiem parametrow rzeczywistych. Celem jest znalezienie takich cig-
gow «, by model jak najlepiej pasowal do obserwacji. Jesli funkcja f jest liniowa
wzgledem parametru «, to regresja (odp. model) nazywa sie liniowa (odp. liniowym),
w przeciwnym przypadku — nieliniowa (odp. nieliniowym). Najprostsza funkcja re-
gresji liniowej jednej zmiennej, to R 3 x — f(z; ) = ap+ . Jak wsrdéd wszystkich
mozliwych takich funkeji wybra¢ optymalna? Rozwiazanie tego zagadnienia opiera
sie na metodzie najmniejszych kwadratéw, wprowadzonej jeszcze na poczatku XIX
wieku przez A. M. Legendre’a i C. F. Gaussa. Polega ona na tym, ze majac obser-
wacje (x;,y:),1 = 1,...,n, wybileramy «; i aq tak, by wartosé

(yi — (ap + Oél-Ti))Q
=1

(]
byta jak najmniejsza. Okazuje sie, ze taki problem, o ile wszystkie wartosci z; nie

sg jednakowe, ma jednoznaczne rozwigzanie, wyrazone wzorami

2 (zi —7)(yi — 9)
Oz12271 n 1 O{[):g—Ozlff,
> (zi — 7)?
i=1
gdzie & = X i‘lxz oraz j = + éyi; zob. [0], [25].

Przedmiotem badan w tej rozprawie jest opracowanie matematycznie spojnej
i mozliwie ogblnej teorii regresji, stosowanej w rachunku prawdopodobienstwa, gdzie
wyznaczanie najlepiej dopasowanych przebiegéw teoretycznych do danych empirycz-
nych jest oparte na koncepcji metody najmniejszych kwadratow.

Niniejsza praca doktorska zainspirowana zostata artykutem Generalized appro-
ach to the problem of regression, napisanym przez D. Partyke i J. Zajaca; zob. [25].
W pracy tej jest oméwiony ogdlny problem regresji. Zostato tam wprowadzone po-

jecie struktury regresji R := (A, B, J; x,y), ktéra spelnia nastepujace warunki:
I.1 A, B sa niepustymi zbiorami;
1.2 funkcje x: 1 — Aiy: Qs — B sa okre$lone na niepustych zbiorach parame-

trow € 1 €o; sg to tzw. funkcje probkujace, czyli funkcje interpretowane jako

dane eksperymentalne modelu regres;ji;

1.3 funkcja §: (Q; — B) x (Q2 — B) — R interpretowana jest jako kryterium
odchylenia (dopasowania) funkeji teoretycznej od danych empirycznych, gdzie

R :=R U {—00, 400} jest rozszerzonym zbiorem liczb rzeczywistych.
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Dla zadanej struktury regresji R rozwazano rodzine funkcji F bedacg podzbiorem
rodziny wszystkich funkeji odwzorowujacych zbiér A w zbiér B, tzn. F C (A — B).
Rodzing F interpretuje si¢ jako teoretyczny model funkcyjny rozwazanego zjawiska,
tzn. sklada sie ona ze wszystkich funkcji opisujacych teoretycznie rozwazane zja-
wisko. Moze to by¢ np. rodzina rozwigzan pewnego rownania rézniczkowego. Em-
pirycznych wartosci argumentéw i wartosci tych funkeji dostarczaja odpowiednio
funkcje probkujace x i y. Funkcja 6 peni role kryterium dopasowania modelu teore-
tycznego F do danych empirycznych reprezentowanych przez funkcje z i y. Rodzina
F jest nazywana modelem funkcyjnym struktury regresji R.

Naturalnym zagadnieniem dla zadanej struktury regresji R jest badanie i wyzna-
czanie optymalnych funkcji modelu funkcyjnego F, ktére sa w sensie kryterium 9,
najlepiej dopasowane do danych empirycznych reprezentowanych przez funkcje x i y.
Ujmujac to w jezyku matematycznym rozwazano problem ekstremalny polegajacy
na wyznaczeniu i badaniu klasy Reg(F,9R) wszystkich funkcji fo € F minimalizu-

jacych funkcjonat

(1.2) Fof—=F(f)=0foxy) ek,
czyli funkcji fy € F spelniajacych warunek

F(f) > F(fo), feF

Tak postawiony problem ekstremalny nazwano problemem regresji w klasie F dla
struktury . Kazda funkcje fo € Reg(F,R) nazywa sie funkcjq regresji w klasie F
wzgledem struktury fR.

W pracy [25] wyr6zniono dwa typy struktur regresji opartych na koncepcji meto-
dy najmniejszych kwadratow: asynchroniczne struktury regresji oraz synchroniczne

struktury regresji. Sa one okreslone jak nastepuje.

Rozwazmy rodzine struktur regresji R = (A, B, d;z,y) speliajaca nastepujace

warunki:

II.1 B=R1ub B =C;

11.2 istnieje o-cialo B podzbioréow iloczynu kartezjanskiego 2; x 2y oraz miara
p: B — [0;+00] takie, ze funkcja d: (2 — B) x (€ — B) — R spehia

nastepujacg réwnosé

(1.3) 5(u,v) = /QQ lu(ty) — v(ta) Pdualte, £2),

o ile funkcje Q1 X Qo > (t1,t2) — u(ty) i U x Qo 3 (t1,t2) — v(tz) sa B-

mierzalne oraz 0(u,v) = +o00 w przeciwnym przypadku.
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Przy tych warunkach problem regresji rozumiany jest jako problem ekstremalny

polegajacy na wyznaczeniu wszystkich funkcji fo € F minimalizujacych funkcjonat
F| ktory z uwagi na ((1.2) i (1.3]) spelnia nastepujaca rownosé

P =] Ifoalt) =yl dultite). feF.

Definicja 1.1. Kazda strukture regresji R spetniajaca warunki II.1 i [1.2 nazywamy
asynchroniczng strukturg regresji (ARS).

W pracy [25] problem regresji dla asynchronicznej struktury regresji zostal sze-
roko omoéwiony i rozwiazany w przypadku, gdy model funkcyjny F jest liniowy.

Rozwazmy teraz przypadek gdy funkcje probkujace z i y zaleza od tego sa-
mego parametru ¢, czyli t; = t5 = t. Rozwazamy wtedy rodzing struktur regresji

R = (A, B, J; x,y) spelniajaca nastepujace warunki:
I11.1 Ql = Qg,

II1.2 B=Rlub B = C;

II1.3 istnieje o-cialo A podzbioréw zbioru  := ; oraz miara v: A — [0;+0o0]

takie, ze funkcja §: (2 — B) x ( — B) — R spelnia nastepujaca réwnosé

(1.4) (u,v) = [ fu(t) —v(t)*dv (o)

oile u,v:  — B sa funkcjami A-mierzalnymi oraz d(u,v) = 400 W przeciw-

nym przypadku.

Przy tych warunkach problem regresji oznacza problem ekstremalny polegajacy na

wyznaczeniu wszystkich funkcji fo € F minimalizujacy funkcjonat F' spelniajacy

z uwagi na ([1.2)) i (1.4) nastepujaca réwnosé
F(f) = [ 1fealt) —y(®)Pav(t), feF.

Definicja 1.2. Kazda strukture regresji R spetniajaca warunki I11.1, I11.2 i ITI.3

nazywamy synchroniczng strukturg regresji (SRS).

W pracy [25] wyniki dla asynchronicznych struktur regresji zostaly przeniesione
na synchroniczne struktury regresji za pomoca tzw. metody diagonalnej redukcji
ARS do SRS.

Niniejsza rozprawa dotyczy synchronicznych struktur regresji okreslonych za po-
moca przestrzeni probabilistycznych. W odréznieniu od pracy [25] uzyskano szereg
wynikéw w alternatywny sposéb , bez odwotywania sie do asynchronicznych struktur
regresji. To pozwolito uprosci¢ rozwazania oraz uzyska¢ nowe rezultaty precyzyjniej

charakteryzujace klasy funkcji regresji dla probabilistycznych struktur regresji.



Rozdziat 2

Calkowanie funkcji zespolonych

Niniejsza dysertacja dotyczy w znacznej mierze funkcji zespolonych, wiec w tym
rozdziale przypomnimy pojecie catki Lebesque’a funkcji zespolonej oraz jej podsta-
wowe wlasno$ci.

Dla zadanego niepustego zbioru € i o-ciata B jego podzbioréw, oznaczamy przez
L(Q, B) rodzine wszystkich funkcji f: Q — C, mierzalnych wzgledem B, tzn. f~1(A) €
B dla kazdego zbioru A € Bor(C). Symbol Bor(C) oznacza klase wszystkich zbio-
row borelowskich ptaszczyzny zespolonej. Poniewaz funkcje C 5 z — Rez € R
iC > z+— Imz € R sg ciagte, wiec dla kazdej funkcji f: Q — C, f € L(Q, B) wtedy
i tylko wtedy, gdy Re f i Im f sg funkcjami borelowskimi w sensie rzeczywistym.

Niech L(£2, B) oznacza zespolona przestrzen liniowa o no$niku L(€2, B) ze standar-
dowymi operacjami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez stala, tzn. L(Q, B) :=
(L(§2, B); +, -). Dla zadanej miary p: B — [0;+00] i p € [1;400), niech LP(Q, B, i)
oznacza klase wszystkich funkcji f € L(2, B) takich, ze

1/p
(2.1) 171 = ([ 17Pan) " < +oc;
por. [30, Definition 3.6]. Wiadomo, ze dla kazdego p > 1, klasa LP(2, B, ) jest

zbiorem liniowym w L(€, B) (por. [20, §C.5]) i ||- ||, jest pseudo-norma w przestrzeni
liniowej (LP(£2, B, 11); +, -) spelniajaca nastepujacy warunek

[fllp =0 < p{weQ: f(w) #0}) = 0.
Zatem struktura
LP(€, B, p) := (LP(0, B, p); 4,5 [l - [lp)
jest zespolong przestrzenia pseudo-Banacha, tzn. zespolong przestrzenia pseudo-
unormowana, ktora jest zupetna. Przestrzenie pseudo-Banacha sa naturalnym uogél-

nieniem przestrzeni Banacha (por. np. [2, §2.4], [30, Theorem 3.11]), gdzie réznica

polega na zastapieniu normy przez pseudo-norme; por. [5, Chap. III, Definition 1.1].

Definicja 2.1. Funkcje zespolona f € L(2, B) nazywamy p-calkowalng wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy Re f i Im f sa funkcjami p-catkowalnymi w sensie rzeczywistym, tzn.

Re f i Im f sg funkcjami B-mierzalnymi oraz

/Q\Ref|du<+oo i /Q|Imf|du<—|—oo.

17
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Uwaga 2.2. Dla kazdego f € L(Q, B), f jest funkcja p-catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy f € LYQ,B,u). Z warunku |z| < |Rez| + |Im z| oraz z definicji

mamy bowiem
[Af1an < [ (IRe f1+ [T fl)du < +o0,
Q0 Q

a wiee f € LY(Q, B, ). Na odwrét, jesli f € LY, B, u), to

[IReflap< [ fldu<+oo i [ JTmfldu< [ |fldp < +oo,
Q Q Q Q

a wiec f jest funkcjg p-catkowalng. W konsekwencji dla kazdego f € LY(Q, B, u)

mozna okresli¢ catke z funkcji f wzgledem miary p nastepujacym wzorem

/ fdp = / Refdu—H/ Im fdpy;
Q Q Q
por. [2, Definition 2.4.1].

Niech (2, B) i (€, B’) beda przestrzeniami mierzalnymi i niech z: Q — €’ bedzie

odwzorowaniem speliajacym warunek
(2.2) v 1(A) € B, AleB.

Wtedy dla dowolnej funkcji pu: B — [0; +o00], funkcja p': B — [0; +00] jest dobrze

okres$lona wzorem
(2.3) p(A) = pl™l(4), Aep.

Jesli p jest miara na B, to na mocy wzoru ([2.3)) funkcja p' jest miara na B'; por.
[4, (13.7)]. W dalszych rozwazaniach bedziemy korzystaé z nastepujacego faktu —

o catkowaniu przez podstawianie.

Lemat 2.3. Niech (Q,B) i (V,B') bedq przestrzeniami mierzalnymi. Wtedy dla
kazdej funkcji x: Q@ — € spelniajgcej warunek (2.2)) i kazdej funkcji B'-mierzalnej
f: 9 —=C,

(2.4) fell (Y, B,)) & foxeLQ,B,u)
oraz

_ / 1 ! / /
(2.5) /Qfoxdu—/wfdu, Fe Ll B, 1),

gdzie (' jest miarg na B' okreslong wzorem ([2.3]).

Dowdéd. Dowody wlasnosci (2.4) i (2.5) w przypadku rzeczywistym, czyli gdy f: ' —
R, mozna znalezé na przyktad w [2 Theorem 1.6.12] lub [4, Theorem 16.13]. Po-
zostaje zatem wykaza¢ wlasnosci (2.4]) 1 (2.5) w przypadku zespolonym, czyli gdy
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f: Q' — C. Poniewaz C 3> z — |z| jest funkcja ciagta, wiec dla dowolnie ustalone;
funkcji B’-mierzalnej f: Q' — C funkcja |f| jest B'-mierzalna i ma wartosci rze-
czywiste. Mozemy wiec wykorzysta¢ wlasno$é (2.4) dla przypadku rzeczywistego.

W rezultacie dostajemy rownowaznosé
(2.6) fle LN, B 1) & [fox] € LYQ,B,p).

Poniewaz
Ifle LY, B i) & felY(Q,B, 1)
oraz

[fox| € LN B, u) & foxeLl(QB,p),

wiec z rownowaznosci (2.6) wynika réwnowaznos$é (2.4) w przypadku zespolonym.
Ponadto dla dowolnie zadanego f € L'(Q, B, 1)

| IRe i < [ 1fldi < o0 i [ JImfldp < [ |fldp < +oc,

skad Re f,Im f € LY (Y, B, /). Poniewaz Re f i Im f sa funkcjami rzeczywistymi
wigc stosujac (2.5)) dla przypadku rzeczywistego dostajemy

/ foxdu= / Re(fox)du+i/ Im(f oz)du
Q Q Q
- / Re fdu/ +i / Im fdy = / Ful,
o o o
co dowodzi whasnosci (2.5) w przypadku zespolonym. ]

Niech (Q”,B") bedzie przestrzenia mierzalna i niech y: Q@ — Q" bedzie odwzo-

rowaniem speliajacym warunek
yfl(A//) c B, A// c B”.

Wtedy funkcja p: B — [0; +00] generuje funkcje p”: B” — [0; +00] okreslona wzo-

rem
(2.7) WA =y (A), AT e B

Jezeli p jest miara na B, to ze wzoru (2.7) wynika, ze funkcja p” jest miara na B”.

Oznaczmy przez m,, miar¢ okreslong na o-ciele B’ ® B” spelniajaca warunek
(2.8) Toy(I x J) = p(z " ()Ny ' (J)), [€B,JeB,

gdzie B’ @ B” jest najmniejszym, w sensie inkluzji, o-ciatem zawierajacym wszyst-
kie zbiory I x J dla I € B' i J € B’. Istnienie i jednoznaczno$¢ miary m,, jest
konsekwencja [20, §C.3.].



20 Agnieszka Szumera

Niech 14 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A wzgledem ; por. [2, Sect.
1.5.1], [30, Sect. 1.9], tzn.

1, gdyweA
0, gdyw e Q\A.

No3wr— Ix(w) =

Nastepujacy lemat jest uogélnieniem lematu |25, Lemma 9.1].

Lemat 2.4. Niech (2, B), (', B') i (2", B") bedq przestrzeniami mierzalnymi. Wte-
dy dla dowolnych funkcji f: ' — C oraz g: Q" — C, jesli f jest B -mierzalna i g jest
B"-mierzalna, to funkcja (fox)(goy) jest catkowalna wzgledem miary p wtedy i tylko
wtedy gdy U x Q" > (t1,t2) — f(t1)g(ts) jest funkcjq calkowalng wzgledem miary
Tzy- Ponadto, jesli jedna z tych funkcji jest catkowalna to zachodzi réwnosé

29 [(fer@)lgoy@)duw) = [ ft)glts) dma,(tita).

Dowadd. Zatézmy najpierw, ze f i g sg funkcjami prostymi postaci

f=> Mly i g=> 1y
k=1 =1

dla pewnych n,m € N oraz ciagow Zy, 2 k — N\, € C, Zy,, 2 k — I, € B,
Zim 21— €CiZiym>dl— JeB przy czym [, N[ =01 J,NJ, =0, gdy
k # 1. Z definicji calki Lebesgue’a oraz (2.8)) mamy

n m

/ f(t1)g(tz) dmey(th, t2) = / D> Al (t) g Ly, (ta) dmg y(t, ta)
Q< I =
=SS et [ (1) L (ta) dray (11, 12)
k=11=1 X
=> > /\le/ Ly, (tr, te) dmyy (T, t2)
k=1 1=1 Ix
= ZZ)\le me(lk X Jl) = Z Z)\k,ul 2 (l’ (Ik) Ny (Jl))
k=11=1 k=11=1

Il
>
>
IS

S

=

L
=
3
<

L
<
&
(oW
=
£

() oo
:/Q( ox(w))(goy(w ) du(w),
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gdyz
fO.fC Z)\k z=1(I},) (.U 1 goy Z:ul _I(Jl WEQ

Zatem lemat jest prawdziwy dla funkcji prostych f i g.

Zalézmy teraz, ze f: Q' — C1ig: Q" — C sa dowolnie ustalonymi funkcjami
odpowiednio B’ i B”-mierzalnymi. Wowczas | f| jest nieujemna funkcja B’-mierzalna,
za$ |g| jest nieujemna funkcja B”-mierzalng. Istnieja wiec niemalejace ciagi funkcji
prostych N 3 n +— (Q’9t|—>fn(t) 20) iN>n— (Q"9t0—>gn(t) 20)
takie, ze f, — |f| na Q' i g, — |g| na Q" gdy n — +o00. Z twierdzenia o iloczynie
ciggéw zbieznych wnosimy, ze ciagg N 3 n — (Q/ x Q"3 (t1,t2) — fn(tl)gn(t2)> jest
niemalejacym ciagiem funkcji prostych i dla kazdego (t1,t2) € Q' x Q"]

Fa(t)gn(t2) = [f(01)llg(t2)] = |f(t)g(t2)], edy n — +oo.

Wtedy réwniez N 3 n (Q Sw (fnox(w))(gnoy(w)) jest niemalejagcym ciggiem
funkcji prostych i dla kazdego w € €2,

(fnox(w))(gnoy(w)) — [fox(w)|lgoy(w)| = [(fox(w))(goyw))|, gdy n — +oo.

Stad na mocy definicji calki Lebesgue’a mamy

(2.10) //XQ“ |f(t1)g(te)|dmyy(ti,t2) = lim Jo(t1)gn(te)dmy , (t1,t2)

n—-4oo Q' xQ

oraz

@1) [ [(fea(@)lgoy@)lduw) = lm_ [ (fuox(w))(g. o y(w)) duw)

n—-+o00 J()

Korzystajac z udowodnionej juz czesci lematu widzimy, ze

212) [ flt)galte) dmay(ti,t) = [ (fa02(w))(gn 0 y()) duw), nEN.

Roéwnosei (2.10), (2.11) i (2.12) implikuja tacznie réwnosé

213) [ Ies@llgoy@)ldu@) = [ 1ft)llglts) Ayt t),

Q' x Q"

z ktorej wynika réwnowaznos¢ w lemacie.
Zalézmy teraz, ze funkcja (f o x)(goy) jest catkowalna wzgledem miary u.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy obie funkcje sg rzeczywiste. Przyjmujac:

1 1 1 1
+=§Uﬂ+f% ﬁJZgUﬂ—f% %J:§mn+w,g_:§um—m

mamy f,,f- >0naig,,g. >0naQ’ oraz

(2.14) fe—f-=f f++f-=Ifl, 9+—9-=9, g++g9- =gl
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Stad
[(faox)(gsoy)l = (faox)(gsoy) <|[foxllgoyl

na  dla «, 5 € {+, —}, i w konsekwencji

| 1faoz(@)llgsou(@)l du(w) < [ [Fox(@)llgoy(w)duw) < +00, a.8 € {+,~}.

Stosujac wigc réwnosc ([2.13) odpowiednio z podstawieniem f := f, i g := g dosta-
jemy
[ (fao (@) (95 09(@)) dp@) = [ |fa 0 2(w)llgs 0 y(w)] du(w)

= Jop o Malt)llga(t2)l dmay (t, t2)

= fa(tl)gﬁ<t2) dﬂx,y(tlatQ)a aaﬁ S {+7_}

Q' xQ

To tacznie z daje
(£ ow(@) (g0 y@)) dufw)
= [ (Froa(@) = - 0 2(@)) (g4 0 y(w) = g- 0 y(w)) dn(w)
sn(@.9) [ (fao ()90 y()) du(w)

I
N

a,ﬁe{«k,f}

= Y s(ad) [ falt)gslts) dmay(t,te)

’ 17
a,Be{+,—} xQ

= Q/XQI/(f+ — ) () (g+ — g-)(t2) dmey(t1, t2)

= o (1) g(te) dmyy (th, t2),
gdzie

n(a, 3) =
() {1, gdy a # f3.

To dowodzi réwnosci (2.9) w przypadku gdy obie funkcje sg rzeczywiste.

W ogélnym przypadku funkcji zespolonych rozwazamy funkcje:

fi:=Ref, fe:=Imf, gi:=Reg, go:=Imyg.

Poniewaz

[(faox)(ggoy)|l = [faoallgsoyl <[fouxllgoyl, o, f€Z,,
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wige (foox)(gsoy) € LY(Q, B, u)N(Q — R) dla a, 3 € Z; 5. Stosujac zatem réwnosé
(2.9) dla przypadku funkcji rzeczywistych otrzymujemy

/Q (f o x(w)> (9 o y(w))du(w) = /Q ((fl +ifz) 0 x(w)) ((gl +igy) o y(@) dp(w)
_ /Q (frozw)) (g1 0y(w))du(w) - /Q (f202(w)) (g2 0 y(w))du(w)
+ i/Q (f10@(w)) (920 y(w) ) dpulw) + i/ﬂ (£202()) (g1 0 y(w))du(w)

= oy fl(tl)gl(tg)dﬂ-m7y(t1’t2) _// o fg(tl)gg(tg)dﬂ'm’y(tl,tg)

+i /Q ()G (1) (b, 82) + /Q hat)gn(t)dmey (1, 1)

/><Q/

- Q,XQ,,(fl +if2)(t1) (g1 +ig2)(t2)dms y (t1, t2)

oo F(t)g(ta)dm,, (t,ta),

co daje réwnosé (2.9) w ogdlnym przypadku funkcji zespolonych f i g. O
Lemat 2.5. Dia dowolnych p € [1;4+00) i f: Q — R, jesli f € LP(Q,B,u), to

istnieje cigg funkcji prostych N > n w— f, € LP(Q,B,u) taki, Ze f,(2) C R dla
neN;

(2.15) LU= £l di =0, gdy n— +oc.

Dowdd. Ustalmy dowolnie p € [1; +00) i funkcje rzeczywista f € LP(Q, B, u). Zatdz-
my najpierw, ze f(w) > 0 dla w € Q. Wtedy dla kazdego n € N funkcja

k-1
(2.16) Q3w fo(w) =) S L
k=1
jest prosta, gdzie dla kazdego n € N,
E—1 k
(217) A’mk = f_l <|: on ’2”)) s k € Z174n.

Ze wzoru ([2.16) wynika, ze f,(Q2) C [0;400) dla n € N. Ze wzoréw (2.16]) i (2.17)

wnioskujemy ponadto, ze

(2.18) 0< fu(w) < f(w), neN, weQ
oraz

(2.19) faw) = fw), gdy n— 400, we
Z dostajemy

|f = [l U1+ 1fal)” = (fF + /a)P <2007 w Q, neN
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v/ wynika za$, ze |f(w) — fu(w)P — 0, gdy n — +o0, dla w € Q. Poniewaz
20 fP e LY(Q, B, i), wiec stosujac twierdzenie Lebesque’a o ograniczonym przecho-
dzeniu do granicy pod znakiem catki (por. np. [2, §1.6.9]) dostajemy wlasnos¢ (2.15).
Ponadto na mocy nieréwnosci ,

[1span= [ rau< [ frap= [ |fPdn < too, nen
Q Q Q Q

a wiec f, € LP(Q,B,u) dla n € N. Tym samym lemat zostal wykazany przy do-
datkowym zatozeniu, ze f > 0 w Q. Zalézmy teraz, ze funkcja f nie speilnia tego
zatozenia. Wtedy f = f. — f_, gdzie

(2.20) fo=S(fl+ >0 1 f=L(fl-HZ0 we

Stad

[fsdu+ [Af-pan= [ frap [ fap= [ (7 + )an
= [+ yrdn = [ |flan < +oo.

Zatem f,, f_ € 1LP(Q, B, u). To tacznie z oznacza, ze do funkcji rzeczywistych
f+ 1 f- mozna zastosowac lemat przy zalozeniu nieujemnosci funkcji f. W kon-
sekwencji istnieja ciagi funkeji rzeczywistych prostych N 3 n— f,,, € LP(Q, B, )
iNsnw— f_,elP(Q,DB,u) takich, ze

(2.21) /Q Uy — fonlPdu —0 i /Q 1f- — foulPdp — 0, gdy n — +oo.

Kazda z funkcji f, = fyn — fon, n € N, jest B-mierzalng funkcja rzeczywista
prosta. Ponadto f, € LP(Q2, B, ) dlan € N iz (2.21]) dostajemy

= faan =11 = fully = 1P = ) = (o = )1

= (fs = Fom) + G = L < (s = Frallo + 1= = S-nlln)”

= ([ 15 = Fealran)” + ([ 15~ foabdi)?) =0, gy n— oo,
co koniczy dowdd. O

Twierdzenie 2.6. Dla wszystkich p € [1;+00), f € LP(Q,B,u) i e > 0 istniejg
n € N oraz ciggi Zn, 2 k — Ay € B, Z1,, 3 k — ai, € C takie, Ze

(222) UAk:Q 1 k#l = AkﬂAl:@, /{J,ZEZLn
k=1

oraz

(2.23) /Q

n p
f—z:ak]lA,c dp < e.
k=1
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Dowdd. Ustalmy dowolnie p € [1;+00), funkcje f € LP(Q, B, i) i € > 0. Poniewaz
| Re fI < [f]1[Im f < |f], wiec

[ IRefPdu< [ 1fPan< oo i [ tm < [ [fPdp < o

Stad na mocy lematu istnieja n/,n” € N oraz ciagi Zi,» 2 k — A}, € B,
Zyw 3 kv a, €R, Zlnnakr—u‘l”EB Zy w2k — aj € R takie, ze

UA, =0 1 k£l = A,NA=0, kl€Zy

(2.24) o
AZZQ 1 k?él = AgﬂAE/:@, k,leZLn//
k=1
oraz
£
(2.25) /‘Ref Zak Lar du<— /‘Imf Za Lay du<2—p.

Z (2.24) wynika, ze
( ;g/ﬂA////)ﬁ( ﬂAl//) = ( ;C/QA//>Q< k”ﬂAl”) :@

oile (K, k") # (I',1") dla k'l € Zy v 1 K", 1" € Zy 4 Oraz

z\

T Ci

U Aé’zu<A;mUAg'>:UA;mQ: AL = Q.
k=1 k=1

k=1 =1 k=1

Poniewaz funkcja Zy v X Zy v 3 (k1) — o(k,l) :== k+n/(l — 1) jest bijekcja zbioru
Ly X Loy 0@ zbI0T Zy 5, gdzie no:=n' -0, wiec przyjmujac Ay = A, N A7 dla
k € Zy,w il € Zy, widzimy, ze ciag Z1, > k — A, € B spetnia warunek .
Funkcja [0; +00) 3 t — ¥ jest wypukla, gdyz p > 1. Dlatego

(z +y)P <207 (aP +yP), z,y € [0;+00).
Stad dla kazdego h € LP(Q), B, u),

(2.26)
[hran= [ |Reh+itmhPdu < [ (|Reh|+ |1mhl) g
Q Q Q

<27 ([ (1Renp + tmhp)du) =27 ([ | RehlPdu+ [ [mhrdp).
Q Q Q

Przyjmujac asyy = aj, +ia) dla k € Zy, il € Zy, dostajemy na mocy ([2.26))
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| @),

p

dp

T = / ‘ ZZ +iay) - Lagnay

(/ Ref— 33 d Loy "t [ i f - S Sal Ly gn

Q k=11=1 k=1 1=1

=2p1</9 Res =5 (S b ) [ 105 = 32 (65 o))
=1 =1 k=1

n’

([ Res =X ai - Lugon [t [ [imf =Y af - ooy ["di)
=1

k=1
/

:22’1(/Q Ref—> aj-1y4
k=1

;/ . ILA;’ ‘pdu> < eE.

Zatem ciagi Zy, 2 k — Ay i Z1, 2 k — a; speliaja warunek (2.23)), co konczy
dowéd. O

Whiosek 2.7. Dla dowolnych p € [1;+00) i f € LP(QQ, B, u) istnieje cigg N 3 n —
fn: Q — C funkcji prostych B-mierzalnych takich, ze || f, — fll, — 0, gdy n — +o0.

Dowdd. Ustalmy dowolnie p € [1;+00) i f € LP(Q), B, ). Z twierdzenia [2.6| wynika,

ze dla kazdego n € N istnieje funkcja prosta B-mierzalna f,: 2 — C o wlasnosci
P p 1
||f_fn||p:/ |f_fn| dpu < —.
Q n
Zatem ciagg N 3 n — f, spelnia warunek
L 0 d
||f_fn||p< nl/p — U, gdy n — +00,

co daje teze wniosku. O



Rozdziat 3

Probabilistyczne struktury regresji

Zgodnie z ogblna koncepcja struktury regresji przedstawionej w pracy [25, Defi-
nition 2.1 i Definition 7.1], wprowadzimy szczegdlny typ struktur regresji oparty na

przestrzeniach probabilistycznych.

Definicja 3.1. Probabilistyczng strukturg regresji nad przestrzenia probabilistyczng
P = (Q, A, P) nazywamy kazda strukture regresji B := (A, B, d;x,y) speliajaca

nastepujace warunki:
IV.1. A jest zbiorem niepustym oraz zachodzi jedna z réwnosci B = R lub B = C;
IV2. 2:Q—Aiy: Q— B;
IV.3. funkcja 6: (2 — B) x (2 — B) — R spelnia réwnosé
(3.1) (u,0) = [ Ju(w) o) dP(w),

o ile funkcje u,v: Q@ — B sa A-mierzalne, za$ §(u,v) = +0o w przeciwnym

przypadku.

Przy tych warunkach rozwazmy niepusty zbiér F C (A — B), ktéry nazywamy
modelem funkcyjnym probabilistycznej struktury regresji 8. Problem regresji w kla-
sie F wzgledem probabilistycznej struktury regresji ‘8 oznacza problem ekstremalny

wyznaczenia wszystkich funkcji fy € F minimalizujacych funkcjonal F'| spetniajacy

7 uwagi na i nastepujacg rownosé

(32)  F(H)=dfory = [ |forlw) -~y dPW), feF,
to znaczy wszystkich funkcji fy € F spetniajacych warunek

(3.3) F(f) > F(fo), feF.

Klase wszystkich funkcji fy € F speliajacych warunek (3.3) bedziemy oznaczaé
przez Reg(F,*B).

Definicja 3.2. Funkcjq regresji w klasie F wzgledem probabilistycznej struktury re-
gresji P nazywamy kazda funkcje z klasy Reg(F, ).

27
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Niech P := (A, B, J; x,y) bedzie probabilistyczna struktura regresji nad prze-
strzenig probabilistyczna P := (€2, A, P). Wtedy dla zadanej funkcji g: B — B,

(3.4) Py := (A, B,6;x,909)

jest takze probabilistyczna struktura regresji nad przestrzenig probabilistyczng P.
Funkcja g jest interpretowana jako funkcja skalujgca dane reprezentowane przez

funkcje y.

Definicja 3.3. Probabilistyczna strukture regresji I8 nazywamy zespolong, gdy B =
C, zas$ rzeczywistq, gdy B = R.

W dalszym ciagu rozwazania ograniczymy do przypadku, gdy model funkcyjny
F C (A — B) struktury P jest rozmaitoscia liniowa ze wzgledu na dodawanie

funkcji i mnozenie funkcji przez stata, tzn.
f+g, A feF fgeF, Aeb.

W szczegdlnosci bedziemy rozwazaé modele skoniczenie wymiarowe, tzn. F = lin({hy:
k € Zy,}) dla pewnych p € N1iciagu Zy, 3 k +— hy: A — B. Symbol lin(S) oznacza
otoczke liniowa niepustego zbioru S C (A — B), czyli najmniejsza w sensie inkluzji
rozmaito$¢ liniowa w przestrzeni (A — B;+,-) zawierajaca zbior S. W przypadku,

gdy S = {hy: k € Z,,}, mamy

1111(5) = {Z Aphy: lep Sk— A\, € B} .
k=1

Przypadek rzeczywistych probabilistycznych struktur regresji bedzie przedmiotem
rozwazan w podrozdziale |3.4] Do tego momentu bedziemy stale zaktadac, ze 3 jest

zespolona probabilistyczna struktura regresji, czyli ze B = C.

Przyktad 3.4. Przyktad ten dotyczy zespolonej probabilistycznej struktury regresji
zwiazanej z przeptywem pradu w obwodzie elektrycznym przedstawionym na rysun-
ku B.11

Rozwazmy obwod elektryczny, w ktorym znajduja sie: natadowany do napiecia
poczatkowego ug (woltéw) kondensator o pojemnosci C' (faradéw), cewka o indukeyj-
nosci L (henréw) oraz rezystor o opornosci R (omoéw). Zaleznosé napiecia t — uc(t)
na oktadkach kondensatora od czasu t > 0 opisuje réwnanie rézniczkowe dla obwodu

RLC,
d2uc E duc 1

=0
@ T ar Trote =Y

(3.5)
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R L C "
— " e
Ug Uy Uc
—

Rysunek 3.1: Przeptyw pradu w obwodzie elektrycznym RLC.

por. [24] 189]. Ogdlne rozwiazanie réwnania rézniczkowego mozna wyrazi¢ jako
kombinacje liniowa uc(t) = Ahi(t) + Aaho(t) dla t € R, gdzie A1, Ay € C sa dowol-
nie zadane, zas hy, hy: R — C sg bazowymi rozwigzaniami réwnania roézniczkowe-
go wyznaczonymi przez rozwigzania r; oraz r, réwnania charakterystycznego
r? + %7" + % = 0 zmiennej r € C w nastepujacy sposob. Jesli A := B % # 0
to hi(t) = et i hy(t) = e dlat € R, jeSli za§ A = 0 to 71 = rqy oraz hy(t) = ™!
i ho(t) = te™t dla t € R.

Rozwazmy model funkcyjny F := lin({h4, ho}) C (A — C), gdzie A := R. Na pod-
stawie ciggu pomiaru czasu Z,, > k — xj oraz ciaggu pomiaréw napiccia Z; , >
k — vy, n € N, okreslamy probabilistyczna strukture regresji P := (A, C,d;z,y)
nad przestrzenig probabilistyczna P = (2, A, P) w nastepujacy sposéb. Dla do-
wolnie zadanego n € N rozwazmy zbiér €2 := Z;, x R oraz funkcje préobkujace
z: Q — [0;+00) i y: Q — R, gdzie x oznacza czas pomiaru, za$ y oznacza pomiar
napiecia w chwili x na oktadkach kondensatora. W tym modelu zaktadamy, ze po-
miary czasu sa doktadne oraz x(ty,ts) =z 1 y(t1,ta) = to, gdy t1 = k ity € R, dla
k € Z; . Dokonujac pomiaru spotykamy si¢ z zagadnieniem niepewnosci pomiaru.
Dotyczy ono pewnego rozrzutu wartosci, ktore mierzona wielko$¢ moze przyjmo-
wac. Z reguty zaktada sie, ze do obliczenia podanej niepewnosci w k-tym pomiarze
zastosowano rozktad normalny z parametrami p := y;, dla k € Z,,, oraz o zalez-
nym od urzadzenia pomiarowego; por. [7, §4.2.1, §4.3.4]. Zaktadajac, ze dokonujemy
niezaleznych pomiaréw napiecia przy uzyciu tego samego przyrzadu przyjmujemy
A = B'® B”, gdzie B’ oznacza rodzine wszystkich podzbioréw zbioru Z, ,,, zas
B" oznacza rodzine wszystkich podzbioréw borelowskich zbioru R. Wtedy istnieje

doktadnie jedna miara P: A — R spelniajaca warunek

1 —(r—up)? "
/e o dr, kel IeB
I

1
no\2mw

(3.6) P({k} x I) =

Zatem ‘P jest zespolona probabilistyczng struktura regresji, gdzie kryterium ¢ jest
funkcja spetniajaca warunek (3.1). Klasa funkcji regresji Reg(F,B) bedzie wyzna-
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czona w podrozdziale [1.4] przyklad [4.14]

Dla zadanej probabilistycznej struktury regresji P8 definiujemy

(3.7) A= {Vveat (V) e A}
(3.8) Ar 5V P(V) = Pz (V).

Rodzina A, jest o-cialem na A i P, jest miarg probabilistyczng na o-ciele A,.

Uwaga 3.5. Ze wzoréw i wynika, ze dla kazdej przestrzeni probabilistycz-
nej (2, A, P) i kazdej funkcji x: Q — A, struktura (A, A,, P,) jest takze przestrzenia
probabilistyczng. Dodatkowo z lematu (z f:i=u, O :=A B :=A,, y =P,
B:= A, u:= P) wynika, ze dla kazdej funkcji A,-mierzalnej u: A — C,

u€ LA A, P) & uox e LY (A, P)
oraz

(3.9) /Q wo z(w)dP(w) = /A w(t)dPy(t), u € LY(A, Ay, Py).

Uwaga 3.6. Z nieréwnosci |uv| < %<|u|2 - |U|2) dla u,v € C wynika, ze funkcja
(3.10) L*(A, Ay, Py) x L2 (A, Ay, Py) 3 (u,v) = (uf) == /Au(t) ~v(t)dP,(t)

jest dobrze okreslona. Ze wzoru (3.10)) i wtasnosci catki wnioskujemy, ze dla wszyst-
kich Aj, Ao € Ciu,v,w € L*(A, A,, P,) zachodza nastepujace wlasnosci (por. [30,
Definition 4.1])

(Au~+ Mojw) = A{u|w) + A (v|w);
(3.11) (ulv) = (v|w);
(uluy > 0.

Definiujac

, , 1/2
3.12 [2(A, A, P,) > — :(/ ¢ dth>
(3.12) ( ) 2w u (ulu) = J, [u(O)FdP(t)
i korzystajac z wlasnosci (3.11) stwierdzamy, ze (por. [30) §4.3])
(3.13) [Aull = AL flull 1 Jlu 4ol < flufl + [lv]

oraz

lul =0 & P.({te A:ult)#£0}) =0
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dla wszystkich A € Ciu,v € L*(4, A,, P,). Dlatego, || -|| jest pseudo-norma w prze-
strzeni liniowej (L*(A, A, P,); +,-); por. [5, Chap. III, Definition 1.1].

Z wtasnosci (3.11)) wynika w standardowy spos6b nieréwnos$é¢ Schwarz’a
(3.14) [(ulo)] < lull - [[oll, u,veL?(A, A Py);

por. [21] §28], [30, §4.2].

Poniewaz przestrzenn L2(A, A,, P,) jest przestrzenia zupelna (por. [2, §2.4.11]), wiec
struktura H(P) = (L*(A, Ay, Py);+,-, (:]-)) jest zespolona przestrzenia pseudo-
Hilberta, tzn., struktura (L%(A, A, Py); +, -, ||-||) jest zespolona przestrzenia pseudo-

Banacha.

Podobnie jak w przypadku wzoréw i (3.8) okreslamy

(3.15) Ay ={Ve2y (V) € A}
(3.16) Ay 3V e Py(V) =Py (V).

Rodzina A, jest o-cialem na C, zas P, jest miarg probabilistyczna na A,,.

Uwaga 3.7. Zauwazmy, ze dla dowolnie zadanych funkcji u € L2(A, A, P,)
ig e L*C, A, P) mamy |u|*> € L*(A, A,, P,) i |g]* € LY(C, A, P,). Poniewaz

[ulox = |uoz|* i |g]*oy = [goyl? wiec z B.7), B-8), B.15), (3.16) oraz z uwagi

wynika, ze uox, goy € L*(Q, A, P) i
/ lu o z(w)|*dP(w / lu(t)|?dP,(t), u€L*(A, Ay, Py).
Stad

(3.17) M, = (/Q g0 y(w)|2dP(w)>1/2 < 0.

Stosujac wiec nieréwnos$¢ Schwarz’a dla catki Lebesgue’a otrzymujemy

(318) [ Juoa(w)goy@)dPw)

<([woriparw)” ([ ov@rarw)
v, ([ orarn)” = myul.

W zwiazku z tym dla kazdej funkcji g € L*(C, A,, P,) funkcjonat g*: L*(A, A,, P,) —

C jest dobrze okreslony nastepujacym wzorem

(3.19) L*(A, Ay, Py) D u e g*(u) := /Qu o z(w)g o y(w)dP(w).



32 Agnieszka Szumera

Ponadto z (3.18) otrzymujemy
(3.20) g7 ()] < Mllull, ueL*(A Ay, Py).

W konsekwencji funkcjonal g¢* jest liniowy a takze ograniczony w przestrzeni
(L2(A, Ay, Py)i+, -, | - ||) dla kazdego g € L3(C, Ay, P,).

3.1 Podstawowe wlasnosci funkcji regresji

Od tej pory bedzie rozwazany problem regresji dla modelu funkcyjnego F w od-
niesieniu do zespolonej probabilistycznej struktury regresji P, danej wzorem (3.4,
gdzie g: C — C jest stosownie zadang funkcja skalujacg oraz F jest liniowym mode-
lem funkcyjnym ze standardowymi operacjami dodawania funkcji i mnozenia funkcji
przez stala.

Nastepujace twierdzenie jest odpowiednikiem [25, Lemma 3.1]. Jest to podsta-
wowe twierdzenie charakteryzujace klase funkcji regresji. Za jego pomoca w dalszym

ciggu zostang pokazane podstawowe witasnosci funkcji regresji.
Twierdzenie 3.8. Jesli F # () jest rozmaitoscig liniowqg w przestrzeni pseudo-
Hilberta H(B) i g € L*(C, Ay, B,), to dla kaidego f € F zachodzi nastepujacy
warunek
f e Reg(F,B,) = (hlf) =g°(h), heF.

Dowdd. Dla zadanej funkeji g € L?(C, A,, P,) definiujemy funkcjonat

(A—=C) > frFy(f):=0(fox,goy).
Z wtasnosci 1V.3 definicji wynika
(3:21) FD) = [ |foa(w) - goy@)PdPw), feF.
Ustalmy dowolnie f,h € F i A € C. Korzystajac z (3.21) oraz z wtasnosci catki

Lebesgue’a otrzymujemy
Fy(f +AR) = [ [(f + ) oa(w) =g o y(w)[ dP(w)
= [ £ ow(@) + Moa(w) - goy(w) dPw)
= [ (| oo = goy@)f +2Re [(f o () — g0 ylw)Mroa(w)]
+ AP0 a(w) ) dP(w)
= [ [foa@) - goy(w)[ aPw)
+2 [ Re[(f o) — g o y(w)Mroa(w)| dP(w)

+ |/\|2/Q Ih o 2(w)2dP(w).
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Stad na mocy (3.21)), (3.12)) i (3.9), dostajemy
Fy(f + Ah) = Fy(f) + PIAI + 2Re [ f o a(w) Vo a(@)dP(w)
-2 Re/ goy(w)Ahoz(w)dP(w).
Q

To tacznie z (3.10)), (3.19) i implikuje

Fy(f + Ah) = Fy(f) + AP[IR]? + 2Re [A((Blf) = g"(h))] -
Dlatego dla wszystkich A € C1i f, h € F, mamy
(3.22) Fy(f +Ah) = Fy(f) = 2Re [A((hlF) — g7 (h)) | +AP[IR]1>

Ustalmy dowolnie f € F speliajacy rownosé (h|f) = ¢*(h), h € F. Przyjmujac
A:=1w (3.22) otrzymujemy

Fy(f +h) = Fy(f) = |[n]* > 0

w zwiazku z czym

Fg(f+h)>Fg(f)7 he‘/f>

co oznacza, ze f € Reg(F,PB,). Na odwrét zatdzmy, ze f € Reg(F,B,). Wtedy
z (3.22) otrzymujemy

(3.23) 2Re [A((hlf) = g"())] + INP[IR)> >0, heF, AeC.
Zastepujac h przez (—h) w (3.23]) dostajemy
(3.24) —2Re [A((Blf) = g"(W)| + NP> >0, heF, reC.
Wtasnosci (3.23)) 1 (3.24) daja tacznie
NCITAE * NCITAE
—5WPIRIE < Re [A(¢hIS) = g" ()] < SIAPIRIP, heF, AeC.

Ustalajac dowolnie h € F, a € R i zakladajac, ze A = |A|e!® # 0 otrzymujemy

1 2 ia * 1 2

S INIIRI < Re [ ({a1£) — g ()] < IMIRI?.

Przechodzac teraz do granicy z |A| — 0 wnioskujemy, ze

Re [e((hlf) — g"(h))] =0, heF, acR.

W szczegblnosci powyzsza rownosc zachodzi dla a € {0, 5 }. Dlatego (h|f) —g*(h) =
0 dla h € F, co konczy dowdd. O
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Z wtasnosci pseudo-normy (3.13) wynika, ze zbior
0 :={hcL*(A A, P,): ||h]| =0}

jest liniowy. Nazywamy go zbiorem zerowym przestrzeni pseudo-Hilberta H(RB). Zbiér
O jest w istocie kulg domknieta o promieniu 0 i Srodku w funkcji zerowej A 5 t +—
0(t) :=0.

Standardowe operacje dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez stata mozna

rozszerzy¢ na dowolne zbiory Fy, Fy C (A — C) jak nastepuje:

Fi+ F ={fi + fo: fi € A, f2 € F»},
A F1 i:{)\fli f1 € Fl}, AE C,
f+FR={ft+F i FA+f=F+{f}, fe(A—-C).

Whniosek 3.9. Jesli F # () jest rozmaitosciq liniowq w przestrzeni pseudo-Hilberta
H(P) i g € L*(C, Ay, P,), to

(3.25) Reg(F,B,) = F N Reg(0 + F,By).
Jesli dodatkowo F C © to Reg(F,B,) = F.

Dowdd. Ustalmy dowolnie f,h € L?(A, A,, P,). Jedli ||h]| = 0 to z nieréwnoSci

Schwarz’a (3.14)) 1 (3.20]) wynika, ze
' ) 1/2
A< IR =0 i 1ol < ([ lgeu@PdP@) " Il = o
Stad
(3.26) (h|f)y =0=g"(h), fel*(A A, P,), heo.

Zatozmy, ze f € Reg(F,B,) i h € ©+F. Wtedy h = hy + hy dla pewnych hy € ©
i hy € F. Stosujac teraz (3.26]) i twierdzenie widzimy, ze

(hlf) = (holf) + (hlf) = 0+ g" (1) = g"(ho) + g"(h1) = g"(h), hEO+F.

Poniewaz f € F C ©+F, wiec z twierdzenia [3.8 wynika, ze f € FNReg(O+F,*B,).

To dowodzi inkluzji
(3.27) Reg(F,B,) C FNReg(O + F,B,).

Na odwrét zalozmy, ze f € F N Reg(© + F,B,) i h € F. Wtedy h € © + F, skad
na mocy twierdzenia [3.8]

(hlf) =g"(h), heF.
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Stosujac ponownie twierdzeniestwierdzamy, ze f € Reg(F,P,), 1w konsekwencji

F NReg(®©NF,P,) C Reg(F,By,).

Inkluzja ta tgcznie z inkluzja (3.27)) daje réwnosé (3.25).
Poniewaz © C L?(A, A,, P,), wiec réwnosci w ([3.26]) zachodza dla wszystkich f, h €

0. Z twierdzenia wynika inkluzja Reg(©,9,) D ©. Inkluzja odwrotna jest bez-
posrednig konsekwencja okreslenia klasy Reg(©,9,). Dlatego Reg(0,B,) = ©. Je-
sli teraz F C © to © + F = O i tym samym réwnosé przyjmuje postac
Reg(F,PB,) = F, co konczy dowod. ]

Przez St oznaczmy dopelnienie ortogonalne zbioru niepustego S C L?(A4, A,, P,)

w przestrzeni pseudo-Hilberta H(), tzn.,
Sti={fcl*(A A, P): (h|f) =0 dla he S}

Twierdzenie 3.10. Jesli F # () jest domknietq rozmaitoscig liniowq w przestrzeni
pseudo-Hilberta H(R) i g € L*(C, A,, P,), to Reg(F,B,) # 0 i Reg(F,B,) =0+ f
dla kazdego f € Reg(F,B,). Ponadto, jesli F C S := (g*)~1(0), to Reg(F,B,) = O.
W przeciwnym wypadku (F N S)ENF\O # 0 i

(3.28) Reg(F,B,) =0 + mh, he (FnS):-nF\e.

Dowdd. Zatézmy, ze Reg(F,B,) # 0 i ustalmy dowolnie f € Reg(F,B,). Z twier-
dzenia [3.§ wynika, ze

(3.29) (hlf) = g*(h), heF.

Stad w szczegélnosci dla kazdego f € Reg(F,By), (h|f') = ¢*(h) dla h € F, a wiec
przyjmujac h := f' — f wnioskujemy z (3.29)), ze
1BlI* = (hlf" = f) = (hlf') = (hlf) = g"(h) — g"(h) = 0.

Dlatego f' € © + f dla f' € Reg(F,B,), wiecc Reg(F,B,) C © + f. Na odwrét,
ustalmy dowolnie f" € © + f. Wtedy, z nier6wnosci Schwarz’a (3.14]) otrzymujemy
dla kazdego h € F,

[(RLf") = (RO = [RLF = AT <RI 1L = fIT = 0.

Stad i z (3.29) mamy (h|f") = (h|f) = g*(h) dla h € F. Poniewaz F jest domknieta
rozmaitoscig liniowa w przestrzeni H(B), wiec © C F. Dlatego © + f C F. Stosujac
twierdzenie 3.8 mamy f’ € Reg(F,B,) dla f' € O+ f, a wiec © + f C Reg(F,B,).
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Ta inkluzja razem z inkluzja do niej odwrotng prowadza do réwnosci Reg(F,B,) =

© + f, o ile Reg(F,PB,) # 0. Zatem otrzymujemy nastepujaca implikacje
(3.30) Reg(F,B,) #0 = Reg(F,B,) =0+ f.
Zatozmy teraz, ze F C S. Wtedy

(h#) =0=yg"(h), heEF,

skad na mocy twierdzenia[3.8 6 € Reg(F,%B,). To tacznie z (3.30)) daje Reg(F,B,) =
© +6 = O. Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy inkluzja F C S nie zachodzi. Wtedy

F NS # F. Namocy zalozenia, F jest domknietym zbiorem w przestrzeni H(3).
Poniewaz g € L*(C, A,, P,), wiec g* na podstawie (3.20) jest funkcjonatem ciagltym
w H(P). Zatem S jest takze zbiorem domknietym w H(3). Wobec powyzszego F NS

jest zbiorem domknietym w przestrzeni H(3). W konsekwencji,
(3.31) OCFNS#F,

wiec F\(F NS) # 0. Ustalmy dowolnie h € F\ (F N .S). Poniewaz zbiér F N S jest
domkniety w H(3), wiec h posiada rzut ortogonalny hg na F NS, tzn.,

(3.32) hs e FNS i (h—hg|h/)=0, h'eFnS.
Dlatego h — hg € (FNS)tNF. Jesli h — hg € O, wtedy z (3.31) i (3.32) wynika,
ze h="hs+ (h—hs) € FNS+ 0O =FNS, co jest niemozliwe. W zwiazku z tym

h—hs ¢ ©, co daje h—hg € (FNS)tNF\O. Zatem (FNS)LNF\O # 0. Zatézmy,
ze h € (FNS)ENF\O. Wtedy ||h]| # 01 g*(h) # 0, skad dla kazdego h' € F,

! ! g*(h,) : ! ! g*(h/) 1
3.33 he :=h — heFNnS i A —hg= he(FNS)NnF.
B35 s =) ST pm N
Poniewaz
“vall‘?he (FNS):nF,
wiec z (3.33) wynika, ze
*(h) g*(h) 9" (7)), 19*(h)
w2 h> :<h’—h/ h>:< h h>
< [[]]> “Hnl? g*(h) 1 |A]?
g (n') (9*(h)> % (71 /
_ hlh) = g*(1), W € F.
RORNTRASKERA
Stosujac twierdzenie [3.8] widzimy, ze
(3.34) fom Ty Res(F 5, he (FRS)EnF\6.

K
Dlatego Reg(F,PB,) # 0. Wlasnosci (3.34) i (3.30) daja tacznie réwnosé (3.28)) o ile
inkluzja F C S nie zachodzi. W obu przypadkach Reg(F,B,) # 0, co konczy
dowod. O



PROBABILISTYCZNE STRUKTURY REGRESJI 37

3.2 Regresje pierwszego rodzaju jako szczegélny przypadek

klasy regresji wzgledem struktury probabilistycznej

Zwiazek pomiedzy regresja a warunkowa wartoscia oczekiwana podany jest w |29,
Ch. V, §6, Theorem 4]. Moze on postuzyé¢ do zdefiniowania warunkowej wartosci
oczekiwanej za pomoca funkcji regresji, czyli w wyniku procesu optymalizacji.

Rozwazmy nastepujace uogdlnienie regresji pierwszego rodzaju. Niech A’ C A,
bedzie dowolnie zadanym o-ciatem i niech F’ bedzie klasg przebiegéw teoretycznych

ztozong ze wszystkich funkcji f: A — C, ktore sg A’ mierzalne, czyli
f'(v)ye A', V €Bor(C).
Wtedy dla kazdego f € F’
(fox)'(V)=a ' (f'(V)) €AV €Bor(0),
a wiec f o x jest zmienng losowa.

Twierdzenie 3.11. Dia dowolnych funkcji f: A — C oraz g € L*(C, A, P,),
[ € Reg(F',B,) wtedy i tylko wtedy, gdy f € F = F' NL*(A, A, P,) i

(3.35) | for@dPw) = [ goywldPw), UeA,
gdzie A" := {x7}(V): V € A'}.

Dowéd. Ustalmy dowolnie f: A — Cig € L*(C, Ay, P,). Zalézmy, ze f € Reg(F',B,).
Wtedy

(3.36) d(hox,goy)>d(fomx,goy), helF.

Z okredlenia klasy F’ wynika, ze h o x jest funkcja A-mierzalng dla kazdego h € F/,
a w szczegdlnosci f o x jest funkcja A-mierzalng. Poniewaz g jest réwniez funkcja

A,-mierzalng, wiec nieréwnoscé przyjmie postac
[ o) —goy@PdPw) > [ Ifoxw) = goy()?dPw), heF.
Przyjmujac w szczegélnosci h := 0 - 1o € F/, otrzymujemy
[ 1foaw) = goy(w)FdPw) < [ |goy(w)PdP(w) < +oo.
gdyz g € L*(C, A,, P,). Stad
L1 eatw)PaP@) <2 [ |f oa(w) —goy(w)FdPw) +2 [ |go y(w) FdP(w)

\4/Q|goy w)]2dP(w) < 400,
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a wiec foxz € L2(Q, A, P). Z uwagi wynika wiec, ze f € L2(A, A, P,) i tym
samym f € F. Poniewaz F C F' wiec z (3.36) wynika, ze f € Reg(F,B,). Mo-
zemy wiec zastosowaé charakteryzacje klasy regresji Reg(F,B,) z twierdzenia .

W rezultacie dostajemy
(3.37) (hlf) =g"(h), heF.

Zadajac dowolnie U € A” przyjmijmy h := 1,). Poniewaz U = 2 1(V) dla pew-
nego Ve A, wiec V = x(U), i w konsekwencji h = 1y. Stad h jest funkcja A'-
mierzalna, a wiec h € F. Ponadto dla kazdego w € U, hoz(w) = 1y (z(w)) = 1. Dla
kazdego w € Q\U mamy za$, w € = (A)\z~ (V) = 271 (A\V), co daje z(w) € A\V,
i w konsekwencji hoz(w) = 1y (z(w)) = 0. Dlatego hox = 1y, i wobec (3.9), (3.10),
oraz dostajemy

| Fow@)aP / hoa(w)f o a(W)dP(w) = Ah(t)f(t)de(t)=<h|f>
=g'( /hox w)g o y(w)dP(w /goy w)dP(w).

Stad wynika réwnos$¢ w , co dowodzi twierdzeniu w strone (=).

Na odwrét, zatézmy, ze f € F i zachodzi warunek . Niech K oznacza zbior
wszystkich funkcji prostych h: A — C, ktore sa A’-mierzalne. Dla dowolnie zadanej
funkcji h € K istnieja n € N oraz ciagi Z1, 2 k— AN € CiZy1, 5k — V€ A
takie, ze h = kil e Ly, Wtedy Uy := a1 (Vy) e A" C Adla k € Zy, oraz

hox = <Z>\k]1vk>0$:z)\k(ﬂvko$) :Z)\kﬂUk.
k=1

k=1 k=1
Stad h o z jest funkcjg prosta A-mierzalng, i tym samym h oz € L3(Q, A4, P).
Z warunku (3.35)) dostajemy

/Qh o x(w)f o x(w)dP(w) = /Q <kzi:1 i Ly, (w))f ox(w)d

s
£

— i Ak /Q 1y, (w)f ozx(w)dP(w) = Zi: Ak /Uk fox(w)dP(w)
— i i " goy(w)dP(w) = i Ak o 1y, (w)g o y(w)dP(w)
- (zmw )90 y@)dPw) = [ hoalw)go y(w)dPw)

Korzystajac teraz z whasnosei (3.10]), (3.9) i (3.19) mamy
(3.38) (hlf) = /A WOF@AP(L) = [ hoa(w)foa(w)dPw)

_ /Qhox(w)goy(w)dp(w) —g*(h), heK.
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Z wniosku [2.7, wynika, ze dla dowolnie ustalonej funkeji h € L?(A, A’, P,) istnieje
ciag N> n+— h, € K taki, ze

[, \alt) = h(OPAP.(t) = 0, dy 0 — +ox,
skad na podstawie (|3.12)
(3.39) |hy — h|| — 0, gdy n — +oc.

Laczac (3.39) z nier6wnoscia (3.14]) dostajemy

[l £) = (AL = [P = BRI < e = R LI =0, gdy n — o0
Laczac zas (3.39)) z nieréwnodcia mamy
9" (hn) = g"(h)| = |g*(hn = h)| < My[|hy — h]| = 0, gdy n — fo0.
Z wtasnosci (3.38)) wynika zatem, ze

(hlf) = tim (half) = lm_g*(h,) = g°(h).

lim
n—+00
Dlatego (h|f) = g*(h) dla h € L*(A, A, P,). To wobec inkluzji F C L*(A, A', P,)

implikuje warunek (3.37). Stosujac twierdzenie widzimy, ze f € Reg(F,B,),
czyli

(3.40) S(hor.goy) > 6(fongoy). heF.
Ustalajac dowolnie h € F'\ F widzimy, ze
[ 1o z(w)=g o y(@)PdP@) + [ |go y(w)PdPw)
1
> f/ Ih o 2(w)[?dP(w) = +oo.
2 Ja
Poniewaz g oy € L2(Q2, A, P), wiec

[ Ihoa(@) = goy@)PdPw) = +00 > [ |f o x(w) = go y(w)*dP(w),

co tacznie z (3.40]) prowadzi do warunku ([3.36)). Dlatego f € Reg(F’,*B,), co dowodzi

twierdzenia w strong przeciwng (<). O

Uwaga 3.12. Z twierdzenia wynika, ze kazda funkcja f € Reg(F',B,) spelnia
warunek (3.35)), a wiec fox € E(goy|A"), gdzie E({| M) oznacza zbidr wszystkich
warunkowych wartoséci oczekiwanych zmiennej losowej &: (2 — C wzgledem o-ciata

M C A. Okredlenie warunkowej wartosci oczekiwanej zmiennej losowej wzgledem
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o-ciala mozna znalezé np. w [2, §6.4], [20] §6.3]. Na odwrét, z twierdzenia wy-
nika réwniez, ze dla kazdej funkcji f € L*(A, A,, P,), jesli fox € E(goy|A”) to
f € Reg(F',B,). W zwiazku z powyzszym warunkowe wartosci oczekiwane zmien-
nych losowych wzgledem o-ciata mozna scharakteryzowaé poprzez funkcje regres;ji.
W konsekwencji warunkowe wartosci oczekiwane zmiennych losowych wzgledem o-

ciata mozna zdefiniowac alternatywnie jako rozwigzania zagadnienia optymalizacji.

Uwaga 3.13. Zakladajac, ze A’ = A, i g € L*(C, A,, P,) otrzymujemy réwno$é
F =F NL*A A, B,) = L*(A, A,, P,), gdzie F' jest rodzing wszystkich funkcji
f: A— C, ktére sa A,-mierzalne. Stad na mocy twierdzenia , Reg(F,B,) # 0,
i w konsekwencji Reg(F',B,) # 0; por. dow6d twierdzenia [3.11] Funkcje klasy
Reg(F',B,) nazywane sa zazwyczaj regresjami typu (alt. rodzaju) pierwszego zmien-
nej losowej g oy wzgledem zmiennej losowej x, o ille A = Rigoy: Q — R; por.
[1T), §3.7]. Zatem funkcje klasy Reg(F’,B,) mozemy interpretowaé jako uogélnienie
regresji typu pierwszego i nazywac je regresjami typu pierwszego zmiennej losowej
goy: Q — C wzgledem funkcji x: 2 — A. Zagadnienie efektywnego wyznaczania ta-
kich regresji nie bedzie w tej pracy poruszane. Przypadek, gdy A =R, goy: @ — R
i obie zmienne losowe goy i x sa jednoczesnie typu dyskretnego badz typu cigglego,
jest rozwazany np. w [11), §3.7], [20, §6.3].

3.3 Jednoznacznosé funkcji regresji

7 twierdzenia wynika, ze klasa regresji Reg(F,B,) moze sktadaé si¢ z wielu
funkeji gdy © # {0}. Powstaje wiec naturalny problem: kiedy klasa Reg(F,B,) jest
jednoelementowa? Odpowiedzi na to pytanie dostarcza wniosek [3.16] ktéry poprze-

dzimy nastepujacymi rozwazaniami.

Lemat 3.14. Jesli F # () jest rozmaitoscig liniowq w przestrzeni pseudo-Hilberta
H(B) i g € L*(C, A, P,), to dla kazdego fo € Reg(F,B,) zachodzi nastepujacy

warunek

(341) fEReg(famg) < Hf_fOH :Oa f €F.

Dowdd. Ustalmy dowolnie g € L*(C, A, P,), fo € Reg(F,B,) i f € F. Zalézmy, ze
f € Reg(F,B,). Z twierdzenia wynika, ze

(hlfo) =g"(h) i (nlf)=g"(h), heF.
Stad przyjmujac h := f — fy mamy

0= (hlf) = (hlfo) = (Al = fo) = ILf = foll%,
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a wiec || f — fol| = 0. To dowodzi réwnowaznosci w (3.41)) w strone (=). Na od-
wrét zatdzmy, ze || f — fol| = 0. Stosujac ponownie twierdzenie oraz nier6wnosé
Schwarz’a (3.14]) stwierdzamy, ze dla kazdego h € F,

[(hlf) = g" ()] = [(hlf = fo + fo) = 9" (W) = [ALS = fo) + (Al fo) — g7 (h)]
(Rl = Sl <Rl -1If = foll = 0.
Stad (h|f) = ¢g*(h) dla h € F, i na mocy twierdzenia f € Reg(F,PB,). To

dowodzi réwnowaznosci w (3.41]) w strone (<). Obie implikacje daja tacznie réwno-
waznosé w ((3.41)). O
Twierdzenie 3.15. Jesli F # () jest rozmaitosciq liniowg w przestrzeni pseudo-

Hilberta H(B) i g € L*(C, Ay, P,), to dla kazdego fo € Reg(F,B,) zachodzi réwnosé

(3.42) Reg(F,B,) = (©NF)+ fo.

Dowdéd. Ustalmy dowolnie g € L*(C, A,, P,) i fo € Reg(F,B,). Z lematu m
wynika, ze dla kazdej funkcji regresji f € Reg(F,B,), h = f — fo € O, skad
f=h+foe (©NF)+ fo, gdyz f, fo € F i F jest rozmaitoscia liniowa w H(3). To

dowodzi inkluzji
(3.43) Reg(F,B,) C (©NF)+ fo.

Na odwrét, ustalmy dowolnie f € (© NF) + fo. Wtedy f — fo € (BN F) C O,
skad ||f — foll = 0, i wobec lematu [ € Reg(F,PB,). To dowodzi inkluzji
(ONF)+ fo C Reg(F,PB,), ktora tacznie z inkluzja (3.43)) daje réwnosé (3.42). O

Nastepny wniosek pokazuje warunek na istnienie doktadnie jednej funkcji regresji

w F wzgledem probabilistycznej struktury regresji 3,,.

Whiosek 3.16. Jesli F # 0 jest rozmaitoscig liniowqg w przestrzeni pseudo-Hilberta
H(), g € L*(C, A,, P,) i Reg(F,B,) # 0, to klasa Reg(F,RB,) jest jednoelemento-
wa wtedy 1 tylko wtedy, gdy © N F = {0}.

Dowéd. Ustalmy dowolnie g € L*(C, A, P,) i zalozmy, ze istnieje fo € Reg(F,B,).
Jesli Reg(F,PB,) jest klasa jednoelementowa, to Reg(F,B,) = {fo}, skad na mocy
twierdzenia , {fo} = (O©NF)+ fo. Z réwnosci tej wynika, ze dla kazdego h €
ONF, h+ fo = fo, czyli h = 0, i tym samym © N F C {0}. Poniewaz © i F sa
rozmaitosciami liniowymi w H(B), wiec # € © N F. Dlatego © NF = {0}, o ile klasa
Reg(F,PB,) sktada si¢ z jednej funkcji. Na odwrét, jesli © N F = {6}, to na mocy

twierdzenia [3.15]

Reg(F,By) = {0} + fo={0+ fo} = {/fo},
czyli klasa Reg(F,B,) sktada sie z jednego elementu. O
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Zagadnienie jednoznacznosci funkcji regresji zilustrujemy przyktadami. Dla do-
wolnie zadanego p € N rozwazmy klase¢ F, zlozong ze wszystkich wielomianéw

h: C — C stopnia deg(h) < p. Wtedy F, = lin({hy: k € Zo,}), gdzie
Co 2z hy(z) =2 €C, keZ,.

Definicja 3.17. Dla dowolnego p € N, regresjg wielomianowg stopnia p wzgledem
probabilistycznej struktury regresji B, nazywamy kazda funkcje f € Reg(F,, B,).

Szczegbdlnym przypadkiem regresji wielomianowych sg regresje drugiego rodzaju.

Definicja 3.18. Regresjq drugiego rodzaju wzgledem probabilistycznej struktury re-
gresji P, nazywamy kazda funkcje f € Reg(Fi,B,).

Regresje wielomianowe beda przedmiotem rozwazan w rozdziale czwartym ja-
ko szczegdlny przypadek regresji z klasy Reg(F,B,), gdzie F jest jest skonczenie
wymiarowg rozmaitoscia liniowa w przestrzeni (A — C;+,+). Teraz skupimy sie na

przyktadzie, ktéry ilustruje zagadnienie jednoznacznosci funkeji regres;ji.

Przyklad 3.19. Dla dowolnie zadanego n € N rozwazmy przestrzen probabilistycz-
ng P, gdzie Q := Zy,, A = 2% Przyjmujac p, := P({k}) dla k € Q oraz A := C
otrzymujemy dla dowolnie zadanych funkcji h: C — C oraz g: C — C,

[ 1o (k) = g0 y(k)FAP®E) = 3 (i) - gl
k=0
gdzie zy == x(k) 1 yp := y(k) dla k € Q. Stad na mocy réwnosci (3.1) mamy

(3.44) d(hoz,goy) = i \h(z1) — g(ye)|*pr, h:C — C.

k=0

Ponadto dla kazdej funkcji h: C — C,

Il = [ 1o (k)PP = 3 e

a wiec
(3.45) O ={h:C—C: Y |h(z)’pr = 0}.
k=0

Zatozmy dla uproszczenia, ze funkcja = jest réoznowartosciowa i p, > 0 dla k €
Q). Z twierdzenia o interpolacji wielomianowej wynika istnienie doktadnie jednego

wielomianu fy stopnia deg(fy) < n spemhiajacego réwnosci

fo(ze) = glyr), k€.
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To tacznie z (3.44)) daje

o(how,goy)>0="0(foow,goy), heF,

Zatézmy, ze n < p. Wtedy fy € Reg(F,,B,). Ponadto z (3.45) wynika, ze

(3.46) he® & (hay) =0, keQ), h:C—C,
skad
(3.47) ONF,={heF hz) =0, keQ}.

Rozwazmy teraz dwa przypadki.
Przypadek I, gdy n < p. Poniewaz funkcja

n

C 3z ho(z) == [[(z — z)

k=0

jest wielomianem stopnia deg(ho) =n+11in < p, wiec hg € F,. Ponadto z réwnosci
(3.47) wynika, ze dla kazdego h € O N F,, h = h - ho dla pewnego wielomianu £

stopnia deg(h) < p — n — 1. Dlatego

(3.48) ONF,={h-hy:heFpni}
Korzystajac z twierdzenia |3.15| otrzymujemy réwnosé

(3.49) Reg (7, PBy) = ONFy+ fo={fo+h-ho: h € Fpnr}.

Z rownosci wynika, ze © N F, jest rozmaitoscia liniowg wymiaru dim(© N
F,) = p—n > 1. To lacznie z oznacza, ze Reg(F,,B,) jest rozmaitoscia
afiniczng wymiaru p — n. W szczegdlnosci klasa Reg(F,,B,) zawiera nieskonczenie
wiele funkcji.

Przypadek II, gdy n = p. Wtedy na mocy kazdy h € © N F, ma p + 1
parami réznych miejsc zerowych. Z drugiej strony deg(h) < p dla h € F,. Zatem
©NF, = {0}, i na mocy twierdzenia m,

Reg(Fp, By) = O N Fp + fo = {/fo},

czyli klasa Reg(F,,JB,) jest jednoelementowa i sktada si¢ z wielomianu interpola-
cyjnego fo.
Przyklad 3.20. W nawiazaniu do przyktadu przyjmijmy Q = Zy3, A := C,

C >z g(z) ;= z oraz

Qsk—ak) =k, Q3kw—ylk):=k -2k
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Przyjmujac py, :=1/3 dla k € Zgo i p3 := 0 oraz F := F3 dostajemy
Reg(F,B,) =0NF+{fo} = {(C Sz folz)+A2(z—1)(z—2): N € (C},
gdzie
Cozm fol2)=2"=2z i ©={h:C—C:h(k)=0, k& Zs}

Zauwazmy, ze w poroOwnaniu z przyktadem opuszczamy tutaj zatozenie p, > 0
dla k € Q. Skutkuje to poszerzeniem klasy © N F i w konsekwencji klasy regresji
Reg(F,B,). Zauwazmy rowniez, ze przedefiniowanie funkcji z i y dla argumentu

k := 3 nie ma wplywu na klasy © i Reg(F,B,).

3.4 Rzeczywiste probabilistyczne struktury regresji

Rozwazamy tutaj probabilistyczne struktury regresji 8 nad przestrzenia pro-
babilistyczna P okreslone w definicji z B := R. Podobnie jak w przypad-
ku zespolonym, ze strukturg regresji B mozna powigzac¢ strukture regresji B, :=
(A,R,9;x,9 o y) dla dowolnie zadanej funkcji skalujacej g: R — R. O modelu
funkcyjnym F zaktadamy zas, ze F C (A — R). Poniewaz R C C, wiec F
jest rowniez modelem funkcyjnym zespolonej probabilistycznej struktury regresji
PBe = (A, C,dc; x,y), gdzie funkcja dc: (2 — C) x (2 — C) — R spelnia réwnosé

(3.50) dc(u, v) = /Q lu(w) — o(w)2dP(w),

o ile funkcje u,v: Q — C sa A-mierzalne, za$ dc(u,v) = +00 w przeciwnym przy-
padku. Wtedy réwniez F jest modelem funkcyjnym w przeskalowanej zespolonej

probabilistycznej strukturze regresji Pe , == (4, C, dc; 2, g 0 y).

Uwaga 3.21. Poréwnujac réwnosci (3.1) z (3.50) stwierdzamy, ze dla kazdej funkcji
g: R — R i kazdej niepustej klasy F C (A — R),

(3.51) Reg(F,PB,) = Reg(F,Pc,)-

Ustalajac bowiem dowolnie g: R — R, fy € Reg(F,B,) i f € F mamy
(3.52) fox,goy) = d(foox,goy).

Jedli oc(f ox,goy) = +oo to oczywiscie

oc(fox,goy) > dc(foox,goy).
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W przeciwnym przypadku oc(f o x,g o y) < +00. Wtedy obie funkcje fox i goy
sa A-mierzalne, i wobec (3.52]) mamy
6(foox,goy) <d(fox,goy)=dc(fox,goy) < +oo.

Dlatego funkcja fp o x jest A-mierzalna, i w konsekwencji

oc(foow,goy) =0(foow,goy) <dc(fowz,goy).
Zatem
dc(fox,goy) = oc(foox,goy), feF.
Stad fo € Reg(F,Bc,y), co dowodzi inkluzji

Reg(F,%By) C Reg(F, Bey)-

Zamieniajagc W powyzszym rozumowaniu 0 z dc oraz ‘B, z Bc,, mozna wykazac

inkluzje przeciwna
Reg(F,Bc,y) C Reg(F,B,).
Obie inkluzje daja tacznie rownosé (3.51)).

Dla dowolnej klasy F C (A — R) rozwazmy rodzine funkcji F¢ := {f € (4 —
C): Ref € F}. Wtedy F C F¢ C (A — C). Mozna postawi¢ pytanie o zaleznosé
pomiedzy klasami funkcji regresji Reg(F,B,) i Reg(Fc,Be,g)-

Twierdzenie 3.22. Dia dowolnych F C (A — R) i g: R — R zachodzi inkluzja

(3.53) Reg(F,B,) C Reg(Fc,Pcy)-

Co wigcej, dla kazdego fy € Reg(Fe,Bey), jesli oc(foox, goy) < +00, to ma miejsce
rownosc

(3.54) P({w e Q: Im foox(w) #0}) =0.

Dowdd. Zatézmy, ze Reg(F,B,) # 0 i ustalmy dowolnie f, € Reg(F,B,). Wtedy

(3.55) dfox,goy)>d(foox,goy), feF.

Zatézmy, ze g o y jest funkcja A-mierzalng. Ustalmy dowolnie funkcje f € Fe.
Zaktadajac, ze foux jest funkcja A-mierzalng (wtedy Re fox i Im fox sa funkcjami
A-mierzalnymi) mamy na mocy (3.55)),

5C(fox,goy):/Q|fox—goy|2dP:/Q|Refoa:—goy+ilmfo:p|2dp
:/|Refox—goy|2dP+/|Imfo:p|2dP
Q Q
>/]Refox—goy|2dP:5(Refox,goy)
Q

> (foow,goy).



46 Agnieszka Szumera

Jesli wiec dc(fox,goy) < 400 to 0(fyox,goy) < +oo i tym samym fy o x jest

funkcjg A-mierzalna co daje
dc(fox,goy)=d(foox,goy) =dc(foox,goy).
Jesli za$ oc(f ox,goy) = +o0 to
oc(fox,goy)>ic(foox,goy).
Dlatego
(3.56) oc(fox,goy) >dc(foow,goy), [e€Fc.

W przypadku, gdy jedna z funkcji f o x lub g o y nie jest A-mierzalna to
(SC(fox,goy):+oo>6(c(foosc,goy), fE-,F(C-

To tacznie z (3.56) oznacza, ze f, € Reg(Fc,Bey), co dowodzi inkluzji (3.53)).
Ustalmy teraz dowolnie fy € Reg(Fc,Bc,y). Wtedy

(3.57) dc(fox,goy)>dc(foox,goy), [E€Fc
Poniewaz Re fy € F C F¢, wiec z (3.57) wynika, ze

5@(R€fg Oxagoy) 2= 5((j<f00.’ll',goy>-

Zalozmy, ze oc(foox,goy) < +o0o0. Wtedy foox i goy sa funkcjami A-mierzalnymi

oraz

bc(fooz.goy) = [ |foox—goyPdP = [ [Refyor —goy+ilmfyoal*dP
:/Q|Refoom—goy|2dP+/Q|Imfoox|2dP
—de(Re foow,goy) + [ |Imfyoadp
> dcfoom,goy)+ [ |Im fooaf*dP.

Stad
/ | Tm f, o [2dP < 0,
Q

i w konsekwencji zachodzi réwnosé (13.54]). O

Uwaga 3.23. Zauwazmy, ze zalozenie “dc(fyox,goy) < +00” w twierdzeniu m

jest istotne. Aby to wykazaé¢ zatdzmy, ze tak nie jest. Wtedy na mocy zalozenia
fo € Reg(Fc,Pc,y) mamy

oc(fox,goy) > dc(foox,goy) =+oo, f € Fe,
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a wiec dc(fox,goy) = +oo dla f € Fe. Stad Fe C Reg(Fe,Be,y) 1 w konsekwencji

(358) Reg(f(c,m(c,g) = f@,

gdyz zawsze Reg(Fc,Bcy) C Fe. Dobierajac klase F w taki sposob, aby klasa F¢

zawierala funkcje fy taka, ze fy o x jest funkcja A-mierzalng i spelniajacg warunek
(3.59) P({w € Q: Tm fyoz(w) #0}) >0,

widzimy, ze warunek nie zachodzi. Dla przyktadu rozwazmy probabilistyczna
strukture regresji P := (A, B,d;x,y) nad przestrzenig probabilistyczng P, gdzie
A=R, B=R, Q=R Q3wrzw):=w, 23w+ yw):=w, A jest o-cialem
zbioréw borelowskich na R, za§ P jest miarg probabilistyczng okreslong wzorem

1, gdy 0€S9,
(3.60) A>S+— P(S):=

0, gdy 0¢S.
Przyjmijmy F := (R — R) i g := 1, gdzie K jest dowolnie zadanym podzbiorem
zbioru R, ktéry nie jest borelowski, czyli K € 28\ A. Wtedy Fc = (R — C)
i g nie jest funkcja A-mierzalng. Poniewaz g o y = ¢, wiec g o y nie jest funkcjg
A-mierzalna i tym samym d¢(fp o x,g o y) = +00. To za$ implikuje réwnosé ,
czyli Reg(Fc,Pe,y) = (R — C). Przyjmujac S := [—1;1] i fo :=1i- 1g widzimy, ze
fo o x jest funkcjg A-mierzalng, gdyz fo o x = fy. Ponadto na mocy wzoru (3.60))

dostajemy
P({w e Q: Im fyox(w) #0}) = P({w € Q: Im(i- Lg)(w) # 0}) = P(S) =1 >0,
a wiec zachodzi nieréwnosc¢ ([3.59)).

Uwaga 3.24. Rownosé (3.54) jest rownowazna kazdej z réwnosci
P({w € Q: foox(w) # Re fo ox(w)}) =0
oraz

P({w €Q: fooz(w) € ]R}) — 1.
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Rozdziat 4

Obliczanie funkcji regresji

Ustalmy dowolnie przestrzeni probabilistyczng P := (€, A, P), zbiér A # ) oraz
funkcje z: 2 — Aiy: Q — C. Przypomnijmy, ze funkcje = i y generuja o-ciata A,
i A, okreslone wzorami i odpowiednio. Zalézmy, ze klasa przebiegéw
teoretycznych F C (A — C) jest rozmaitoscia liniowa w przestrzeni ((A — C); +, -).
Przypomnijmy, ze operator wartosci oczekiwanej E nad przestrzenia probabilistycz-

na (€2, A, P) jest okreslony wzorem

(4.1) B(f) = /Qf(w)dP(w), feLYQ, A, P);

por. [29, §11]. Poréwnujac réwnosci i mozemy wyrazi¢ kryterium dopa-
sowania § za pomocg operatora wartosci oczekiwanej E nastepujaco

(4.2) o(u,v) = /Q [u(w) — v(w)[*dP(w) = E(lu —v]*),

o ile funkcje u,v: Q — B sa A-mierzalne, zas 0(u,v) = +00 w przeciwnym przypad-
ku. Funkcja § okresla zespolona probabilistyczna strukture regresji P := (A, C, d; z, y).
W dalszym ciagu bedziemy rozwaza¢ problem regresji w klasie funkcji F dla struk-
tury B. Polega on na wyznaczeniu zbioru Reg(F,B) zlozonego z funkcji regresji
w klasie F wzgledem struktury 3. Minimalizuja one, na podstawie i ,

funkcjonat
Fo [ F(f)=E(fox—yl),

gdy y € L(Q,A) i F C L(A, A,), czyli gdy kazda funkcja f € F jest A,-mierzalna.
Innymi stowy szukamy funkcji fo € F spetniajacych, na podstawie ([3.3]), warunek

E(lfoox—y|*) <E(|fox—yl*), feF.

Ustalmy dowolnie funkcje u,v € L*(A, A,, P.). Z (3.12), (3.10) otrzymujemy na
mocy uwagi i wzoru (4.1)) rownosci

(43)  Jul?= [ u®PdP) = [ [uow(w)dPw) = E(lucaf?)
(4.4) (u|v) = /Au(t) ~u(t)dP,(t) = /Q(uox(w))v oz(w)dP(w) = E((uoz)(vox)),

49
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gdzie P, jest miarg probabilistyczna na o-ciele A, okreslong wzorem (i3.8)). Ponadto,
dla kazdego g € L*(C, A, P,) otrzymujemy na mocy wzordéw (3.19) i (4.1]) réwnosci

(4.5) 9" (u) = /Q(u o x(w))(g 0 y(w)) dP(w) = E((uox)(goy)),

gdzie P, jest miarg probabilistyczng na o-ciele A, okreslong wzorem (3.16)).
Zatézmy, ze F jest dowolnie zadang rozmaitoscig liniowa w przestrzeni pseudo-
Hilberta H(*B) i dana jest funkcja skalujaca g € L?(C, A,, P,). Jesli dodatkowo F
jest zbiorem domknietym w H(3) to na mocy twierdzenia Reg(F,B,) # 0
oraz zachodzi réwnos¢ . Umozliwia ona wyznaczenie funkcji regresji w modelu
funkcyjnym F wzgledem struktury regresji 8, pod warunkiem, ze mozemy okresli¢
zbiér liniowy (FNS)ENF. Ogblnie jest to zadanie trudne. Jednak w przypadku, gdy
klasa F jest skonczenie wymiarowa mozemy efektywnie wyznaczy¢ funkcje regresji
w terminach zadanej bazy rozmaitosci liniowej F. Zagadnienie to jest szczegdlnie
istotne z praktycznego punktu widzenia i zostanie omoéwione w dalszym ciggu tego
rozdziatu. Odtad zawsze zakladamy, ze B jest zadang probabilistyczna struktura

regresji nad przestrzenia probabilistyczng P.

4.1 Struktura klasy regresji

Z twierdzenia wynika, ze Reg(F,B,) = (0N F)+ fo dla dowolnie wybranej
funkcji fy € Reg(F,P,), o ile taka funkcja istnieje. Geometrycznie rzecz ujmu-
jac klasa regresji Reg(F,B,) jest przesunieciem w przestrzeni H(P) zbioru © N F
o wektor fy. Dlatego struktura klasy Reg(F,B,) jest opisywana, z dokladnoscia
do przesuniecia, przez wtasnosci zbioru © N F, ktore beda przedmiotem rozwazan
w tym podrozdziale. W tym celu uzyjemy zmodyfikowanej metody ortogonalizacji
Gramma-Schmidta ciagu Z;, > k — h;, € L?(A, A, P,) rozpinajacego rozmaitosé
liniowa F dla pewnego p € N. Polega ona na wyznaczeniu ciagu okreslonego reku-
rencyjnie w nastepujacy sposob

n—1
(4.6) Rioi=hy 1 hyi=hy =Y (halhp)s - By, 1€ Loy,

k=1
gdzie symbol (-|-), zdefiniowany jest przez
(ulv)

(4.7) LY(A, A, P) x L2(A, Ay, Py) 3 (u,0) — (ufv), := { [0]1*
0, gdy [[v]| =0.

gdy |lv]| >0,

Dla dowolnych u,v € L*(A, A,, P,) przyjmujemy standardowe oznaczenie u | v

wtedy i tylko wtedy, gdy (u|v) = 0, tzn. funkcje u i v sa ortogonalne w H(3).
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Uwaga 4.1. Ze wzoru (4.6) wynika, ze dla kazdego p € N i kazdego ciagu Z;, >
kv hy € L?(A, A,, P,) zachodzi réwnosé

lin({h},: k € Z1,}) =lin({hy: k € Z1,,})
oraz hy, L hy dla k,l € Zy,, oile k # .

Uwaga 4.2. Ze wzoru (3.12), (4.6) i uwagi wynika, ze dla kazdego p € N
i kazdego ciagu Z1, 3 k — hy € L*(A, A,, P,),

(4.8) PP = (halhl), n € Zyy.

Poniewaz h| = hy, wiec réwnosé w (4.8) jest oczywista dla n = 1. Jedli zad n € Z,,,

to na mocy (12), (L8) i uwagi [I]
n—1
" h'n>
n—1

L2 = () = <hn—kz<hn|h;>*
= () = Sl (1803 = ().

W szczegblnosei z (4.8]) wynika, ze
(4.9) IRl >0 = |[ha]] >0, n € Zyp.

Za pomocsy ciagu Z, 2 k — hj, definiujemy nastepujace zbiory
(410)  Eo={k € Zuy: WG]l =0} i Ei={k€Zu,: B >0},
Symbolem S bedziemy oznaczac iloé¢ elementéw zbioru skonczonego S.

Twierdzenie 4.3. Dla dowolnie zadanych p € N i Zy, > k — h;, € L*(A, A, P,)
niech Zy, 3 k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem (4.6)). Wiedy

(4.11) ONF =Fy:=lin({h}: k € Ep}),

gdzie F :=1lin({hy: k € Z,,}), oraz

(4.12) dim(Fp) = dim(F) — E.

Dowdd. Ustalmy dowolnie p € N i ciag Z1, 3 k — hy, € L2(A, A, B,).

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy Fy = 0. Wtedy Fy = lin(0) = {0}, skad
dim(Fy) = 0. Poniewaz E = Z ,\ Ey = Z1,, wiec ||hy|| > 0 dla k € Z,,. Z uwagi
wynika, ze dla dowolnie zadanego ciggu Z;, 3 k +— A\, € C,

2 p p p P p
SO SVAES 3p oRevTATARED BIPE T
k=1 =1 k=1

k=11=1

(4.13) h,
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Jesli wiec Z Ahy, = 6 to Z IAe2|PLI1? = 0, skad Ay, = 0 dla k € Z,,. Zatem ciag
Zipdk— h jest liniowo nlezalezny, skad wobec uwagi

dim(F) = dim (lin({hy: k € Zy,})) = dim (nn({h;; k€Z,})) =p
Dlatego

dim(Fy) =0=p—p=dim(F) — f,

co dowodzi réwnosci . Ponadto dla kazdego h € © N F, h = i Ahy dla
pewnego clagu Zip 2 k — X € C, skad na mocy (£.13) mamy 0 |R|]? =
Z |Ae[?]| Ay |I?. Dlatego Ay = 0 dla k € Z; p, i tym samym h = 6. To dowodzi inkluzji
@ﬂ}" C {60}, ktoéra tacznie z oczywista inkluzja przeciwna {0} C ©NF daje réwnosé
©NF = {#}. Poniewaz Fy = {0}, wiec zachodzi réwnos¢ (4.11)).

Zalozmy teraz, ze E = 0. Wtedy Ey = Zy )\E = Zy,, i wobec uwagi[d.1} F = F.
Stad

dim(F,) = dim(F) — 0 = dim(F) — E,

co daje réwnosé¢ (4.12). Poniewaz ||hy|| = 0 dla k € Z,,, wiec dla kazdego ciagu
Zip>k— X\ €C,

> ] < 3 gl =0
k=1 k=1
czyli Xp: Ah, € © N F. Dlatego F C © N F. Poniewaz O N F C F, wiegc © N F =
F = 9:__:0? i tym samym zachodzi réwnosé (4.11]).

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy Ey # () # E. Wykazemy najpierw réwnosé
. Dla dowolnego v € Fy istnieje A: Ey — C takie, ze v = Y Aph}, 1 w konse-

ke FEy
kwencji

Il < 2 kil = > sl =0

keEy keEg
czyli v € ©. Dlatego Fy C O. Z uwagi [4.1 wynika, ze

Fo=lin({h},: k € Eo}) Clin({h},: k € Zy,}) = F

Zatem Fy C ©NF. W celu wykazania inkluzji przeciwnej ustalmy dowolnie v € ©N

F. Korzystajac ponownie z uwagi .1l widzimy, ze v € ©ONlin({h},: k € Z ,}). Istnicje
P

wiec ciag Zy, 3 k — A, € C taki, ze v = Z Aihy,. Ponadto ciag Zy , 3 k +— hj, jest

ortogonalny, a wigc Z [AkP(IB]? = [|v]]* = 0, gdyz v € ©. Stad [Ae]||hG]] = 0 dla
k € Z, ;. Poniewaz Hh’ H >0dlak € E, wiec A\, =0 dla k € E. Zatem

k=

keE keEy keEy
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To dowodzi inkluzji ©NF C Fy, ktora wraz z wykazang juz inkluzja przeciwna daje
rownosé (4.11)).

Pozostaje wykazaé rownosé (4.12)). Przyjmijmy F' := lin({h}: k& € E}). Na mocy
uwagi[d.1] by, L hj dlak,l € E, oile k # I. Poniewaz ||h}|| > 0 dla k € E, wigc zbior
wektorow {h},: k € E} jest liniowo niezalezny (por. fragment dowodu po (£.13)),
i w konsckwencji dim(F') = E.

Wykazemy, ze Fo +F = F i FoNF = {0}.

Dla dowolnie zadanego v € Fy + F' istniejg v' € Fy i v” € F' takie, ze v =0" +0v".
Z definicji zbioréw Fy i F' wynika istnienie funkcji N': By — Ci N': F — C
spetniajacych réwnosci v/ = Y AN hj 10" = kgE ALhy.. Przyjmujac

keFEy

)\;ﬁ, gdy k € EO

Zl,p Sk A=
v edykcE
stwierdzamy, na mocy uwagi [4.1], ze
P
vt 0 = SN SN = S A = S M € F.
keEy keE ke EgUE k=1

Dlatego Fo + F' C F. Na odwrdét, ustalmy dowolnie v € F. Z uwagi wynika,
p

ze v =y Aghj, dla pewnego ciagu Z;, 3 k — A, € C. Przyjmujac v' := Y A\hj,
k=1 keEy

i 0" = Y A\hj widzimy, ze v’ € Fy, v” € F' oraz
kEE

p
VAo =3 Nl Y Nkl = Y Mkl =Y Mk =
k=1

keEy keFE ke EgUE

To dowodzi inkluzji F C Fq+ F', ktéra tacznie z inkluzja przeciwng daje rownosé
Fo+F =F.

Ustalmy teraz dowolnie v € Fy N F'. Z réwnodci wynika, ze v € O, czyli
|v|| = 0. Z drugiej strony v € F', a wiec v = > A\;hj, dla pewnego A: E — C. Na
mocy uwagi , hy, L hy dla k,l € Z;,, o ile kk;éEl. Stad

2
0= [lof* = || X_ Ahil| =D Il
keE keE
i w konsekwencji A\, = 0 dla k € E. Dlatego v = Y A\gh), = 0. Stad FoNF' C {0},
KeE

i tym samym Fo N F’' = {#}. Poniewaz jednoczesnie Fy + F' = F, wiec korzystajac

z [19, Twierdzenie 9.10] otrzymujemy
dim(F) = dim(F,) + dim(F') — dim(F, N F') = dim(F) + E,

co dowodzi réwnosci (4.12)), i tym samym koriczy dowdd. O
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Whiosek 4.4. Przy zaloZeniach twierdzenia jesli dim(F) = p, to dim(Fy) =
Ey.

Dowdd. Z zatozen wniosku wynika na mocy twierdzenia [1.3] ze

dim(Fp) = dim(F) — E =p—

&

Poniewaz E U Ey = 7y, i ENEy =), wiec E 4+ Ey = E U Ey = (Zy,,) = p. Dlatego
dim(Fy) = p — E = Ey, co koficzy dow6d. 0

Whiosek 4.5 (por. [25, Lemma 5.2]). Przy zalozeniach twierdzenia[4.3] cigg Zy, >
k — hy jest liniowo niezalezny 1 © NF = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy ||h,]| > 0 dla
ke,

Dowdd. Ustalmy dowolnie p € N i ciag Z;, 2 k — hy € L*(A, A,, P,). Zatézmy,
ze clag Zy, S k +— hy, jest liniowo niezalezny i © N F = {#}. Wtedy dim(F) = p
i dim(© NF) = 0. Na mocy twierdzenia [4.3| zachodza rownosci (4.11)) i (4.12)), skad

p—FE =dim(F) — E = dim(F,) = dim(© N F) = 0.

Dlatego E = Z; ,, i w konsekwencji ||k} || > 0 dla k € Z; .
Na odwrét, zatézmy, ze ||hy| > 0 dla k € Z;,. Stad E = Z,,. Stosujac ponownie

twierdzenie {4.3| widzimy, ze zachodza réwnosci (4.11)) 1 (4.12)), skad
dim(© N F) = dim(F) = dim(F) — E<p —p = 0.

Dlatego dim(© N F) = 0, i tym samym dim(F) = E = p. W konsekwencji © N F =

{0} i ciag Zy,, 3 k — hy, jest liniowo niezalezny, co konczy dowdd. O
Nastepujacy lemat pokazuje, ze klasa regresji jest niepusta.

Lemat 4.6. Dla dowolnych p € N, ciggu Zy, > k +— hy € L2(A, A, P,) i g €
L%(C, A,, P,), Reg(F,B,) # 0, gdzie F :=lin({hi: k € Z1,}).

Dowdd. Ustalajac dowolnie p € N i ciag Z;, 2 k — h, € L*(A, A,, P,) widzimy,
ze © + F jest rozmaitoscia liniowa w H('B). Wykazemy, ze © + F jest zbiorem
domknietym w H(*B). Z uwagi wynika, ze

(4.14) F =lin({h}: k € Zy,}),

gdzie Z1, > k — hj, jest ciagiem okreslonym wzorem (4.6). Zaktadajac, ze E = ()
mamy ||| =0dlak € Z,,. Stad F C O, i tym samym © +F = ©. Dlatego © + F
jest zbiorem domknietym w H(3), gdyz zbiér © taki jest.
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Mozemy wiec ograniczy¢ sie do przypadku, gdy E # (. Ustalmy dowolnie f €

L%(A, A,, P,) oraz ciag N> n — f, € © + F taki, ze

(4.15) fo—fll — 0, gdyn— +oo.

Rozwazmy ciag

p

(4.16) N2 n foi= > (falh})s - b
k=1
Przyjmujac
P
(4.17) = D{710).

widzimy, ze f € F oraz na mocy (7)) i ,
L P P
k:l

k=1
= || >_ (fal i) - by = D (flR)s - I
keE ker
=12 (fu = Il < D0 Wfn = FIRR)L - Ty
keE kerE
Jo = F - |7y,
<yl h,”Q“ ”||h'|| <Y lfa- SI<olfa—fl. neN.
kel 175 kel
Stad i z (4.15) wynika, ze
(4.18) Ifo = fIl =0, gdy n— +oc.

Poniewaz f, € © + F dla n € N, wiec istniejg ciggi N> n+— u, € ©i N3 n+—
v, € F takie, ze f,, = u, + v, dlan € N. Stad na mocy wzoru (4.16)),

fo= Z(fn|h2>* “hy = Z(fn|h;c>* hy = Z<un + Un| i) -

k=1 k€E keE
=D (unlhi)e - i+ 3 (vnlli)s - i,
keE keE
i wobec nieréwnosci (3.14)),
keE keE

Poniewaz v, € F dla n € N, wiec na mocy (4.14]) dla dowolnie ustalonego n € N
P
istnieje ciag Z1, 3 k — A, € C taki, ze v, = > A\ph). Wowczas na mocy uwagi

k=1
wnioskujemy, ze dla kazdego [ € Z; ,

(val ) = < >

p
Y = S b b = Ml
k=1
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i w konsekwencji A\, = (v,|h)). dla l € E. Jesli wiec E = Z; ,, to

p
U — Y _(Un|ly)s - hjy = v, — > Aphy, =0 € O.
k=1

keE

W przeciwnym przypadku Ey # () i

p
On = > (Un|lg)s - by =D Akhy, = > (valh)s - By, = D Ahy, € O.

kEE k=1 kEE ke Eo
To tacznie z (4.19)) daje fo— v, €0, skad
fn_fn:fn_(un+vn):<fn_vn)_un€@'
Dlatego || fn — ful| = 0 dla n € N. To wobec (&.15)) i ([#.18) daje

F = Fl =1 = Fat Fa= fut fu= I <AF = Fall + 1 Fn = full + (1 = £

Stad f— f € ©. Poniewaz f € F, wiec f = f— f+ f € O+ F. W ten sposéb wyka-
zalidmy, ze © + F jest zbiorem domknietym w przestrzeni H(P3). Zatem © + F jest
domknieta rozmaitoscia liniowa w przestrzeni H(®B), skad na mocy twierdzenia
istnieje f € Reg(© + F,B,). Poniewaz klasa Reg(© + F,B,) C L*(A, A,, P,), wiec

korzystajac z poprzedniej czesci dowodu widzimy, ze funkcja f okreslona wzorem

(4.17) spetnia warunki

(4.20) feF oraz ||f—f||l=0.

Z twierdzenia [3.8 wynika, ze

(4.21) (h|f) =9g"(h), heO®+F.

Stosujac nieré6wnosé wnioskujemy z i , ze dla kazdego h € F,

[(BLF) = " (W) = (Al f + (F = 1)) = ¢ ()| = [{h]f) = g*(h) + (Bl f — f)]
(hlf = O <Rl 11F = £ll = 0.

|
|
Stad (h|f) = ¢*(h) dla h € F. Poniewaz f € F, wiec korzystajac ponownie z twier-
dzeniastwierdzamy, ze f € Reg(F,P,). Dlatego Reg(F,B,) # 0, czego nalezato
dowiesc. O
Twierdzenie 4.7. Dia dowolnie zadanych p € N i Z1, > k — hy, € L*(A, A, P,)
niech Zy , > k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem (4.6). Wtedy dla kaZdego

g € L*(C, A, P,) klasa Reg(F,RB,) jest jednoelementowa i dim(F) = p wtedy i tylko
wtedy, gdy |hi]| >0 dla k € Zyp, gdzie F :=lin({hy: k € Z1,}).
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Dowéd. Ustalmy dowolnie p € N, ciag Z;, 3 k — hy, i funkcje g spelniajaca zatoze-
nia twierdzenia. Zalézmy, ze Reg(F,B,) jest klasa jednoelementowa i dim(F) = p.
Wtedy Reg(F,B,) # 0, skad na mocy wniosku 3.16, © N F = {#}. Poniewaz
dim(F) = p, wiec ciag Zy, > k — hy jest liniowo niezalezny, skad na mocy wniosku
A8 ||hg]l > 0 dla k € Zy,,. Na odwrét, zalézmy, ze ||| > 0 dla k € Z; . Stad na
mocy wniosku , ©NF ={0}1iciag Z,, > k — hy, jest liniowo niezalezny, przez
co dim(F) = p. Z lematu wynika, ze Reg(F,B,) # 0. Korzystajac z wniosku
widzimy, ze klasa Reg(F,B,) jest jednoelementowa, co konczy dowdd. ]

Uwaga 4.8. Przy zalozeniach twierdzenia klasa Reg(F,J,) jest jednoelemen-
towa wtedy 1 tylko wtedy, gdy © N F = {#}. Réwnowaznos¢ ta jest bezposrednia
konsekwencja wniosku [3.16] gdyz na mocy lematu [£.6, Reg(F,%,) # 0.

Uwaga 4.9. Przy zatozeniach twierdzenia klasa Reg(F,B,) jest rozmaitoscig
afiniczng. Z lematu wynika bowiem, ze istnieje fo € Reg(F,,). Stad na mocy
twierdzenia [3.15, Reg(F,B,) = © N F + fo. Dlatego Reg(F,B,) jest rozmaitoscia

afiniczna jako przesuniecie rozmaitosci liniowej © N F o wektor fo.

4.2 Procedura wyznaczania funkcji regresji

Dla zadanych p,q € Z, p < q i ciagu Z,, > k — Fj, niepustych zbioréw prze-

strzeni H(*B) oznaczmy przez Z Fi klase wszystkich funkcji postaci Z ug gdzie
p k=p

Lipg > k — up, € Fp. Oczywiscie Z Fo=F+F.
k=1
Nastepujace twierdzenie dotyczy wyznaczania funkcji regresji, w przypadku gdy

model teoretyczny F jest rozmaitos$cia liniowa generowang przez dowolnie zadany

ciag funkcji Z, , 3 k — hy, w przestrzeni H(3), gdzie p € N.

Twierdzenie 4.10. Dla dowolnie zadanych p € N i Zy, > k +— hy, € L?(A, A, P,)
niech Zy, 3 k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorami (£.6). Jesli g € L*(C, A,, P,)
)

(4.22) 17l >0, k€ Zyy,

to
(4.23) Reg(F,B,) = {Z ”h,||2 }

gdzie F :=1lin({hg: k € Z1,}).

Dowdd. Ustalmy dowolnie p € N, ciag Z1, 3 k — hy i g € L*(C, A,, P,) spelniajace
zalozenia twierdzenia. Z twierdzenia [4.7] wynika, ze dla pewnego f € F,

(4.24) Reg(F,By) = {f}-
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Na mocy uwagi i1} F = lin({h},: k € Z1,}). Istnieje wigc ciag Zy, 3 k — Ay € C

o tej wtasnosci, ze
p
(4.25) F=> X h.
k=1
Korzystajac z twierdzenia stwierdzamy, ze dla kazdego | € Z ,,
p p
G0 = (A1) = (30 Ve W) = S Mellglig) = Ml P,
k=1 k=1

gdyz na mocy uwagi hi, L by dla k € Zy,\{l}. Stad wobec (4.22)),

g*(h)
AN = , l e Zl, .
1] '
To tacznie z rownosciami (4.24)) i (4.25)) daje rownosé (4.23), czego nalezato dowies¢.

]

7 wniosku wynika, ze warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
Zyp 3 k — hy jest liniowo niezalezny 1 F N O = {0#}. W szczegblnosei nieréwnosci
zachodzg pod warunkiem, ze ciag Z1, > k +— hy jest liniowo niezalezny
i funkcjonal || - || jest norma w (L*(A4,A,, P,);+,-). Warunek gwarantuje
nam, ze klasa regres;ji jest jednoelementowa; por. [33, Remark 3.3]. Ponizej oméwimy
przypadek ogdélny, gdy warunek nie musi by¢ speliony. Zachodzi wowczas

nastepujace twierdzenie, ktore opisuje ogdlne rozwigzanie problemu regres;ji.

Twierdzenie 4.11. Dla dowolnie zadanych p € N i ciggu Z1, > k — hy €
L2(A, A,, P,) niech Zy, > k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem ({4.6)).
Wtedy dla kazdego g € L2(C, A, P,) zachodzi réwnosé

g*(hy.) .,
AR

(4.26) Reg(F,B,) =lin({h}: k € Z,,\E}) + |
kEE

z F = lin({hg: k € Z1,}) i E :={k € Z1,: ||h}]| > 0}, gdy E # 0; ponadto
Reg(F,B,) = F, gdy E = 0.

Dowad. Przy zatozeniach i oznaczeniach twierdzenia rozwazmy najpierw przypadek,
gdy E = (. Wtedy ||h,]] = 0 dla k € Z;,, skad na mocy uwagi F C O.
Korzystajac z wniosku dostajemy rownosé¢ Reg(F,B,) = F. Zaldézmy teraz, ze
E = Zy,. Wtedy ||hi]| > 0 dla k € Z;,, skad na mocy twierdzenia zachodzi
rownosé (4.23). Ponadto lin({h},: k € Z1 ,\E'}) = lin(0) = {6}, co tacznie z réwnoscia
implikuje réwnosé (4.26)). Pozostaje zatem rozwazy¢ przypadek, gdy () # E #
Zy . Wzorujac si¢ rownoscia rozwazmy funkcje

(4.27) for=Y g-(hi)

e [
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Wykazemy, ze fo € Reg(F,B). Przyjmujac Ey :=Z1,\ E,
F=lin({hi: ke E}) i  Fo:=lin({hy: k € E})

widzimy, ze F = F' + Fy; por. dowdd twierdzenia [4.3] Stad dla dowolnie zadanego
h € F zachodzi rozktad h = b/ + h” dla pewnych b’ € F' i I/ € F. Istnieje zatem
ciag Zip 3 k — A, € C taki, ze

(4.28) W=S N i B =3 M

kelE keEy

Z réwnosci ([(1.27) 1 ([4.28) stwierdzamy na mocy uwagi [4.1] ze

/ /
(K1fo) = (S Al 4 (), W) =% Z<>\lh’ h2)h>
I€E k:GE |l leEkeE |75
DD IP T AN SRR
leE kerE ”h ” keE Hh ||
= Z)‘kg (hy) =g (Z)‘khk> =g" (W)
keE keE
oraz
1By kEE Hh H (B he IIh ||
=y AL gy — o
leEy ke E ||h H
Dlatego
(4.29) (hlfo) = (W' +1"[fo) = (B’ fo) + (W[ fo) = g™ (R').

Z nier6wnosci ([3.20]) dostajemy ponadto

PRUAIEITE® SPYAIES D DRV UAIESD SEPHIFUA]
keEy ke FEy keEy
<3 Il = o.

keEy

To tacznie z (4.29)) daje
(hlfo) = g" (') + g"(h") = g" (" + ") = g"(h).

Stad (h|fo) = g*(h) dla h € F, i wobec twierdzenia 3.8, fo € Reg(F,RB,). Stosujac
twierdzenie otrzymujemy réwnosé¢ Reg(F,B,) = (ONF)+ fo. Z twierdzenia[d.3]
wynika za$, ze (@ NF) = Fy. Zatem Reg(F,P,) = Fo + fo, czyli zachodzi réwnosé
[@.26). O
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7 praktycznego punktu widzenia do wyznaczenia funkcji regresji wygodnie bedzie

operowa¢ funkcjonatem E(:|-) okreslonym wzorem
(4.30)
E(uv)
L2(, A, P) x LA, A, P) 5 (u,v) — E(ulv) == { E([v[)’
0,

gdy E([v*) >0
gdy E(|v[*) = 0.
Korzystajac ze wzoru (4.30]) oraz zaleznosci (4.3)) 1 (4.4]) otrzymujemy pierwsza réw-
no$¢ w (4.31)),
(fIh) /Af(t)WdPx(t)
Ik /|h(t)|2dPx(t) ’

A

feL?(A A, P,), he L*(A A, P,)\O.

(4.31) E(fox|lhox)=

Druga réwnos¢ w (4.31]) wynika bezposrednio ze wzoréw (3.10)) i (3.12)).

Oznaczmy przez P, , miar¢ probabilistyczna na o-ciele 4, ® A, spelniajaca warunek
(4.32) Poy(IxJ)=Pa ' ()ny (), T€A, JEA,

gdzie A, ®A, jest najmniejszym, w sensie inkluzji, o-ciatem zawierajacym wszystkie
zbiory I x J dla I € A, i J € A,. Istnienie i jednoznacznos¢ miary FP,, jest
konsekwencja [20, §C.3]. Poréwnujac warunek z warunkiem (2.8]) widzimy, ze
P,, = m;,. Stosujac lemat 2z =AQ0"=C, B :=A,B"=Aip="P
otrzymujemy dla dowolnie zadanych h € L?(A, A,, P,) i g € L*(C, A,, P,) réwnos¢

[ hoa@)lgoy@)dPw) = [ hlt)g(t)dP,, (b t).

xC

To tgcznie z pierwszg réwnosciag w (4.5)) daje

g(h) = [ ht)g{E)dPey (b1, 1),
AxC
Stad na podstawie wzoru (3.12)) dostajemy druga rownosé¢ w (4.33)),
— h(t)g(t)dP, , (t,,t
707 [ Ee()dPy (b )

R[> /A]h(t)\QdPx(t)

g € L*(C, A, P,), h€ L*(A, A, P,)\O.

(4.33) E(goylhox)=

Pierwsza réwnos¢ w (4.33) wynika bezposrednio ze wzoru (4.30)) oraz zaleznosci (4.3))
i (4.5). Stosujac powyzsze formuly mozna, w slad za |25, Corollary 9.2], przeformu-

towaé twierdzenie [4.11{ opisujace ogdlne rozwiazanie problemu regresji jak nastepuje.
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Twierdzenie 4.12. Dla dowolnie zadanych p € N i ciggu Z1, > k — hy €
L?(A, A,, P,) niech Zy1, > k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem

n—1
(4.34) Ry :=h1 @ hj:=h,— Y E(h,ox|hjox)h, n € Lop.
k=1

Wtedy dla kazdego g € L?(C, A, P,) zachodzi réwnosé

(4.35) Reg(F,PB,) =lin({h,: k € Z1,\E}) + Z E(g o y|h}, o x)h),

KeE
z F = lin({hx: k € Z1,}) i E = {k € Zy,: ||h,|| > 0}, gdy E # 0; ponadto
Reg(F,B,) = F, gdy E = 0.

Uwaga 4.13. Z uwagi [3.21] wynika, ze w przypadku rzeczywistej funkeji skaluja-
cej g i klasy F rzeczywistych funkcji przebiegdéw teoretycznych zachodzi réwnosé
(3.51). Zatem wyznaczanie klasy regresji Reg(F,3,) mozna sprowadzi¢ do wyzna-
czenia klasy Reg(F,Bc,y) wzgledem zespolonej probabilistycznej struktury regresji
PBe,g- W szezegdlnosci zachodza twierdzenia i dla ciagu Zy, 3 k — hy, €
L*(A, A,, P,) N (A — R) i funkgji skalujacej g € L*(R, A, P,) N (R — R). Wtedy
rownosé ([4.26) przyjmuje postaé

9" (h)
|2 lI?

Reg(F,B,) =lin({h,: k € Z1,\E}) + h.,

it |
natomiast réwnos¢ (4.35)) pozostaje w niezmienionej postaci. Zauwazmy, ze na mocy

wzoréw (4.6) i (4.7), hy,: A - R dla k € Zy,.

W kolejnych podrozdziatach przedstawimy rozwigzania problemu regresji dla

szczegolnych przypadkéw modelu teoretycznego F.

4.3 Przypadek jednowymiarowy

Rozwazmy przypadek, w ktorym model funkcyjny F rozpiety jest przez jedna
dowolnie ustalona funkcje hy € L*(4, A, P,), tzn., F = lin({h;}). Stosujac twier-
dzenie widzimy, ze Reg(F,B,) = lin({h1}), gdy ||h1] = 0. Jesli zas ||hy]| > 0,
to

(4.36) Reg(F,B,) = {E(g oylhyox)- hl},

czyli, na podstawie (4.30)),

(4.37) Rea(F.9,) {E((g oy)(hiox)) hl} _

E(|hy o x|?)



62 Agnieszka Szumera

Ustalajac dowolnie a € Zg zalézmy, ze A C C, g € L*(C, Ay, P,) i hy € L2(A, Ay, Py),
gdzie hy(t) :==t*dlat € Aig(t) =t dlat e C. Wtedy

E((goy)(hiox)) =E@* y) i E(hioa|*)=E(z*),

skad
E(z* - y)
E(goylhox) =
B(o)
Z réwnosdcei (4.36]) otrzymujemy wigc réwnosé
E(z* - y)
(4.38) Reg(F,B) = {ABtH -ta},
E(lz[*)

o ile funkcja z nie jest rowna 0 p.n. w €.

Jesli x jest zmienng losows rzeczywista, to przyjmujac za o := 1 w stwier-
dzamy, ze E(zy) moze by¢ wyrazone za pomoca funkcji z klasy regresji Reg(F,B)
i E(2?). Kladac a := 0w otrzymujemy

(4.39) Reg(F,9P) = {A 3t E()}.

Zauwazmy, ze ré6wnosé (4.39)) zachodzi nawet jesli A jest dowolnym zbiorem niepu-
stym i hy(t) =1dlat e A.
Zalozmy teraz, ze hy € L2(A, A,, P,), gdzie A 5 t — hy(t) := at + b dla dowolnie
zadanych a,b € C. Wtedy

E(y(hi o x)] = E(y(az + b)) = aE(z - y) + bE(y),
E(|h o z[*) = E(lax + b[*) = [al* E(|2[*) + [b]* + 2Re(ad E(x)).
Stosujac rownosé (4.37) dostajemy

aE(@-y) +bE(y)
|al> E(|z]?) + [b]* + 2Re(ab E(x))

Reg(}",‘B):{ABtH -(at—l—b)},

o ile funkcja h; nie jest rowna 0 p.n. w 2.

4.4 Przypadek dwuwymiarowy

Zatézmy, ze model funkeyjny F jest dwuwymiarows rozmaitoscia liniowa rozpieta
przez dwie dowolnie ustalone funkcje hy, hy € L*(A, A,, P,), tzn., F = lin({hy, ha}).
Moga zajéé trzy przypadki ze wzgledu na E € Lo, gdzie E = {k € Z15: ||h}|| > 0};

por. (I.10).
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Przypadek I, gdy E = 2. Wtedy ||h}|| > 01 ||hy|| > 0, gdzie Z12 > k — hj, jest
ciagiem zdefiniowanym wzorem (4.6)). Stosujac twierdzenie otrzymujemy

. ! * h/ !/
(4.40) Reg(F.B,) = lin({h},: k € Zix\E}) + > g (, ’“2) R},
kecE |th
g (W), g (hs) }
= h + h
{Hh’llP A R

gdzie, zgodnie z (4.6]),
(441) hll = hl 1 h/2 = hg — <h2‘h1>* . hl.
Stad hl, L hy, i w konsekwencji

(4.42) |57 = (hb|hy) = (hb|ho — (halhy)ihi) = (ho|hs)
= (hy = (halha)shalho) = [[ha|® = (halhy)w(ha]hs)

oraz

9" (hy) = g™ (ha — (ha|h1)sh1) = g™ (he) — (halh1).g™ (h1).

Zatem z twierdzenia [4.11} oraz (4.41)) i (4.42)) wynika, ze

g (hy),, g (hh),, g*(hy),,
hj, = B+ h
keZEHhW ST ER A Eh
g*(h1) g*(ha) = (halh1)s - g* (M) ( )
= hy + ho — (halhi). By ).
Tl ™ a2 = (ol (i hay \'2 ~ el
Ktadac
ST 2 _ (TR seva il
(4.43) Oy 1= g*(he) || ha[|* — g* (1) {ha|h1) - g*(h1) — (halh1)an

|2l (A1 ]|* = [ (halha)[?
wnioskujemy z (4.40)), ze

a2

(444) Reg(]:, mg) = {Oélhl + OéQhQ}.

Korzystajac z réwnosci (4.31)) i (4.33) mozemy stale oy 1 ap wyrazié takze w naste-
pujacej postaci

g*(ha) _ g*(h1)  (halh1)  g*(h2) g*(hl)'<h1‘h2>*

B 1Y Y [ Y A 21
(4.45) Qr =" Tall) “Tlh) ™ = 1= (hgla) - (alla).

_ E(goylhooz) —E(g o y|hi o x) E(hy o x|hg 0 )
N 1—E(hQO{EVLlOl‘)E(thl‘|hQOZL')
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oraz

(4.46)

g*(h1)  (halha) g*(l)  (halh1) g*(ho)[[l]® — g% (ha) (ol 1)

o] = — o = —
Al Il Il Bl Rl PlRn® = [(halhn) P

B g, <||h2|| 7|2 = Chalha) (halha)) = g=(ha) (halha) + 8 (hy | ho) (ol ha)
[hal[[Pa[[* = [(halhy) |2

— 7 () _ g (ha) (halha)
g (h)||hal? = g*(h2){hol 1) a? — Thal? Tl

" halPal2 = Aoy (B fhay 1 — Seelha] Gulha)

hill2 [hal2
E(goylhi ox) — E(g o y|lhy o x) E(hs ox|”hl ! .:1:”)
1 —E(hyoz|hyox)E(hy o x|hy o) '
W szczegdlnosei przypusémy, ze g € L*(C, A,, P,) i hi,hy € L*(A, A,, P,), gdzie
g(t) ==t dlat € Coraz hy(t) := 11 hyo(t) := t dla t € A. Stosujac réwnosci
, oraz mozemy przepisa¢ formuty na wspotezynniki as i o,
w nastepujacy sposob

0, - B@y)-E@ By . _ Bl a
(4.47) > = R = (B))? 1= E(y) - E(z) - ag

o ile funkcja x nie jest stala p.n. w 2. Wtedy, na podstawie (4.44)), otrzymujemy

Reg(F,B,) ={A>t— oy + aot}.

Wspbétezynniki as i ay zadane przez réwnosci pokrywaja sie ze wspotczyn-
nikami klasycznej regresji liniowej w przypadku rzeczywistych zmiennych losowych;
por. [6, §1.7], [11I, §3.8], [31), §1.4].

Przypadek II, gdy E = 1. Wtedy E = {1} lub E = {2}. Jesli E = {2} to B}, = Iy
1 hly = hy. Jedli E = {1} to b} = hy i hly = ho—E(hgox|hijox)hy. Stosujac twierdzenie
[4.12] otrzymujemy

Reg(F,PB,) =lin({h;: k € Z12\E}) + Z E(g o y|h}, o x)h;,

keE
_ J1iin({he — E(hz o z|hy 0 x)hi}) + E(g o ylh o x)hy, gdy E = {1}
lin({h1}) + E(g o y|he o x)hs, gdy E = {2}.

W szczegblnosed, jesli g € L*(C, Ay, P,) i h1, he € L*(A, Ay, P,), gdzie g(t) :=t dla
t € Coraz hy(t) :=11 he(t) :=t dlat € A, to

{[A5tm At -E@)+E(@): AeC}, gdy E={1}
{AatHHE(@th rech, gdy E = {2}.

Reg(f’ mg) = {

Przypadek III, gdy E = 0. Wtedy stosujac twierdzenie otrzymujemy
Reg(F,B,) = F
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Przyklad 4.14. Nawiazujac do przyktadu wyznaczania regresji dla obwodu
elektrycznego, wyznaczymy klase funkeji regresji Reg(F,B,). Z warunku (3.6]) wy-

nika, ze

(4.48) P, ({t:1} x (—o00,t3)) = Plx =t; Ny < t3)

to (== yk
= dr, ty € Zq,, ty € R.
TLO‘\/%/ 1 1,n 2

Aby wyznaczy¢ klase funkcji regresji (4.44)) mozemy zastosowaé wzory (4.45)) i (4.46)
dla funkeji skalujacej C 3 ¢t — ¢(t) :=t, gdyz g € L*(C, A,, P,).
Zalézmy najpierw, ze A # 0. Z réwnosci (4.31)) mamy

/ ha () ()P, (1) él 2(wx)ha () - Po({w})
[ m@Par.@ §|h1<xk>|2-Pz<{xk}>
kz::erzﬂ%,eﬁ,

1
~ 1

Z ‘erlxk‘Q -

n

E(hg @) .T’hl @) SE

l T2 +71)z
n

2xk Rery

oraz podobnie

n
Z e(r1+72)Tk

E(hy o 2|hy o) = 55!

Z eQa:k Rera
k=1

Definiujac
n . n n
¢ = Z e(m—i—rl)xk7 el 1= Z e2zk Rem7 Cy 1= Z e2mk Rers
k=1 k=1
otrzymujemy
c
E(hz @) $|h1 @) ilf) = —
C1
oraz
Cc
E(hl o [L’|h2 9] ZL’) = —.
Co

Z réwnosci (4.33) mamy zas

[t AP () 3 (e Tnlan) [ 2Py (w0, t2)
AxC k=1 )

[Im@Par® S @R R{ad)

E(goylhiox) =
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Korzystajac z (4.48]), dostajemy

1 1 —(ta=uy)” 1 ~(t2=u)® dty
tod P, (g, t :/t~—~ ce” 202 dip=—= [ ty-e 27 :
JtedPey(ante) = [t o e 2= —= [ s
Catkujac przez podstawianie z nowg zmienng 7 := ?}Tyf mamy
(4.49)
1 2 Yk 1 _ 2 Yk
twr,t:——/ 2 .Td:fwf/szfy
/432 o(@h 12) ny/m R(\/_UT+yk> ¢ =N NZS R [
gdyz

dt 2 2
dT:\/_—;g, \/§U/RT~e_TdT:O i /Re_TdT:\/TT.

Dowdd ostatniej réwnosci mozna znalezé np. w [27, §3.1]. Zatem

n 1 n 7 n o n o
Zhl (l'k)yk . - Zyk NGER Zyk . o1k Zyk AGER
B(goylh oz) = =2 S S = A
Z’hl(zk)|2 L Z’erlka ZekaRerl 1
k=1 n k=1 k=1

oraz podobnie

> - €7
E h = k=1
(goylhyox) = e

Podstawiajac wyznaczone wielkosci do (4.45)) i (4.46) dostajemy odpowiednio

Y-e 2Tk y-e 17k T2TE _ = 1Tk
S mT o ey T ey e
k=1 k=1

c2 C1 2 __
Qg = = =
_c. T —Icl2
1—-%. 2 c1ce — ||

oraz podobnie

n n
T1T 7oL
CoY - €T — Y yp - e
_ k=1 k=1

o =
cico — |c]?
W szczegdlnosei, jesli A > 0,toc=7¢, ry = —% + @, ro = —% — @, i
n n
1) Y €T =)y e
k=1 k=1
g = 5
C1Cy — C
oraz
n n
1T 72T
Coy Yk - e =)y e
- =1
ap = & k




PROBABILISTYCZNE STRUKTURY REGRESJI 67

Zatem
VA VA R
Reg(fa ‘Bg) = {R S5t <04162t + Oége_2t) e_%t} ‘
n
Jesli za§ A < 0, to r; = ——%% +-i¥%¥§7 e =T, 10 = c = 3 o2eeRert oo

n
c= Y e?2% Otrzymujemy zatem
k=1

n n
T — ToX
C1Y Yy - € =Ty - "2
k=1 k=1

g =

ci —ef?
oraz
n
LY Y- € —c) yp- e
(4.50) o = =1 b=l = .

W konsekwencji ashy + ahy = ayhy + a1hy = 2Re(arhy), a wiec

Reg(F, P,) = {2Re(arh1)} = {R 5 — 2Re(are™) |

{]R >t 2|a;| Re (e |a1’>}
o
, v—A
= {R St 2|a1\e_%tcos <2t + 90> } ,

gdzie ¢ jest dowolnym argumentem liczby g, tzn. liczba rzeczywista spetniajaca
réwnosé ap = |aqlel.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy A = 0. Wtedy r, = ro = r := —2F. Z réwnosci
(4.31) mamy

/h2 () (£)d Py (1) ,i%(xk)hl(wk)ﬂ({xk})
J, Im®Par.o ﬁhluk)ﬁ-a({xk})

n 1 n )

Zxkerwkerxk L Zxke TTl

=1 M k=1
zn:’erxk|2 . l zn:e%"zk
k=1 n k=1

E<h2 @) I’|h1 e} lL‘

oraz podobnie
n
Zxke%*mk
k=1
_—
Z ‘xk|262rzk
k=1

E(hl OI|h2 OZL’) =
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Z rownosdei (4.33) oraz (4.49) mamy zas
/ to - hl (tl)dpm,y(th t2) Zhl (xk)[C thPx,y<xka t2)
AxC _ k=1
2 n
[ Im@Pap, Sl - Pa(frs)
=1
Zykem:k
k=1

Y
Z e27‘ack
k=1

E(g o y’hl © 95) =

ihl(wk)yk :
>l ()

I |3

oraz podobnie

Zyk . xkermk
E(goylhyox) = k=1

— )
Z|Ik|262rmk
k=1
Oznaczajac
n n
d = Z xe2r dy = Z e, dy = Z || e
k=1 k=1 k=1

otrzymujemy
d

E(hg (e} ZL’|h1 @) JT) =
E(hl o Jj‘hg @) I‘) =

yre*
k=1

dy

n
> yn - are”

E(goylhgox) = k:ld—2

Podstawiajac wyznaczone wielkosci do (4.45)) i (4.46|) dostajemy

di
4
d,
D

E(goylhiox) =

Y Tpe Tk Yi-e' Tk re re
= = g Yy o™ —dY oy
k=1

O = dy _d ddl Cdy k=1 =
1— a . & dldg —d
oraz . .
dyY i - € —dY yp - wpe”™
k=1 k=1
= dvdy — &2
Zatem

Reg(F,By) = {R >t — (a1 + ast)e 20"}
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Uwaga 4.15. Zauwazmy, ze réwnos¢ a; = @z w (4.50) ma charakter ogdlniejszy.
Zalézmy, ze g o y(Q) C R i dowolnie zadane funkcje hy, hy € L*(A, A,, P,) sa wza-

jemnie sprzezone, tzn. ho = hy. Wtedy ay = @y, i
Reg(F,B,) = {a1h1 +a1hi} = {2Re(aih)},

a wiec funkcja regresji jest rzeczywista. Ze wzorow (4.43)) mamy bowiem

___ g () — (halho)ors
|12

8

_L * _ g (ho)l|h]l* = g* (h1)(ha|h1)
= Tl (9 () = (ot = s 7 = [Chalfen) P )

g* (h)[[ha| 7 ]I* = g* (ha) [ 7 || (ha | 22)
1P| ([[2l2[1 52 ]2 = |(halha) )

_ g )|l — g*(h) - {hala) _
12 l|2[| o [|* =[R2l Pa)[? ’

gdyz [|ha]l = llhel 1 g7(h1) = g*(ha).

4.5 Przypadek tréjwymiarowy

Rozwazmy przypadek, w ktérym model funkcyjny F rozpiety jest przez trzy
ustalone funkcje hy, ho, hy € L2(A, Ay, Py), tzn., F = lin({hy, ho, h3}). Zalézmy, ze
||l > 0 dla k € Z; 5, gdzie Z; 3 3 k +— h), jest ciagiem zdefiniowanym przez (4.6]).

Stosujac twierdzenie 4.10] otrzymujemy

Reu 9 = {3 i)

gdzie funkcje hY, Y, hy sa wyznaczone na podstawie wzoru (4.6)) z p := 3.
Z uwagi [4.1] wynika, ze

(4.51) hy L lin({hy, hi}) oraz lin({hy, hi}) = lin({hs, h1}).
Stad by L lin({hg, h1}) oraz istniejg v39, 51 € C takie, ze

hy = hg — (hs|hb). - by — (ha|hi)s - b} = hg — v32ha — 131 hy.
Dlatego
(4.52) v3o(ho|hy) + vz (hall) = (hs — h|h) = (hall), 1 € Zqs.

Poniewaz ||k, > 0 dla k € Z;3, wigc na mocy uwagi |hell > 0, k € Zy 3.
Ponadto na mocy wzoru (4.6)),

(halho) (halhr) = (Bl a)(Pa|ho) = det [(hilh)| = |[B5]*[[74]* > 0.
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Z réwnoscei (4.52)) wynika wiee, ze

(453) vy = Mall)ulhe) = (haltu){ulhe) - {slhe) = (halho) (Tl
. P (halho) (halhy) = (halha) (ha| o) 1— (holh)(n|ha)s

k€Za, | € Zio\{k}.

Z réwnosci F = lin({h, hi, hy}) wynika, ze

3

dla pewnego ciggu Z; 3 3 k +— «;, € C, skad na podstawie (4.51))

sty = (Seundis ) = (33 Fivifs) = 750

7 réwnoéci (.51) wynika, ze (hs|hs) = ||hg]| > 0, i tym samym (hj|hs) = (hs|h}) =
(hs|h%). Zatem

g*(hs)  g*(hs —v32ho — v31h1) g*(hs) — 732g*(ha) — 7319%(h1)

(8 _= = == .
’ (h3|hs) (hs — v3ohy — V3,1h1|h3> (hs|hs) — V3,2<h2|h3> - V3,1<h1|h3>
Dzielac wiec licznik i mianownik przez ||hs||? dostajemy
(4.55)
g*(hs) _ ——llha|? g*(ha) _ ——Ilhal® g*(h1) g*(ha) _ g*(h2) _ g*(h1)
_ Thal? ~ 32Tl Thall? ~ V31 [ Tall? _ Tl ~ V23 alfe ~ V1.3
11— V3,2<h2|h3>* - V3,1<h1|h3>* 1-— V3,2<h2|h3>* - V3,1<h1|h3>*
gdzie

(4.56) vs : _mHth2 _ (halha)(hulhe) — (il ) (Palhs)  |lBe]?
[hal[* (halhe)(ha|hi) — (halhi)(ha|h2)  [[hs?

_ (Pwlhs)s = (hilhe)s (Pl hs) s

L= (halha)u(halha)s

Poréwnujac rownosei (4.53)) i (4.56|) stwierdzamy, ze

k€Zs, | € Zio\{k}.

(4.57) V3 = M3k 1 Uz = [i3, k € Zy o,

gdzie dla dowolnych n € Zy 3, k € Z13\{n} il € Zy3\{n, k},
_ (PnlPi) s = (Bl o) Pl P ) o

(458) N S AT S R[S
o Al = Gl ().
" 1 — (Al he)s (| Pg) s
Korzystajac wiec z réwnosci (4.55) i (4.57) dostajemy
g*(h3) 9" (ha2) g*(h1)
Thal2 — M 2 — M 2
(4.59) g = sl 23 e~ M8 e

1— ,u3,2<h2|h3>* M3,1<h1‘h3>
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Poniewaz F = lin({h1, ha, h3}) = lin({hsq), ho(2), ho@)}) dla dowolnej permutacji
0: 213 — Zy3, wiec tworzac ciag Z; 3 2 n +— h], na podstawie ciggu spermutowa-
nego Ziz 3 n +— hy(y w miejsce ciagu Zyz 3 n — hy, (por. wzér ([1.6)) mozemy
wyprowadzié¢ z rownosci i 0g6lng zaleznosé

Reg(F,By) = {Zan n}

gdzie

9" (hn) 7 (he) 7 (h)
Tl ~ Moz — M e

Qy =
1—- Hn & <hk|hn>* ,U/n,l<hl|hn>*

n e ZLg, k,l S ZLg\{n}, k 7é l.

Stad
7 (hm) g*(he)
ol 2 Tl
(4.60)  ap= L)
kGZl,g\{n}
E(goylh,ox) — Z e E(g 0 y|hg o )
keZq 3\{71}
= , n ez
1— Z Hn k E(hk ©) l’lhn @) .I') b3
keZl’g\{n}

przy czym na mocy (4.58) dla dowolnych parami réznych n, k, 1 € Z, 3,

E(h, o z|hj, o ) — E(h,, o x|h; o ) E(h; o x|hy o x)
1 — E(hy o z|hy o ) E(hy o x|hy, 0 z) ’

E(hy o x|h, o ) — E(hy o z|h; o x) E(hy o z|h,, o x)
1 — E(hy o z|hy o ) E(hy o x|hy, 0 x) )

Hnk =

Hikn =

W szczegblnosei wzér (4.60) mozna wykorzystaé do wyznaczenia funkcji regresji
w klasie F = {R St A+ A cos( ) + A3 sm( ) A1, Ao, A3 € R} wzgledem
zadanej struktury B. Model teoretyczny F odzwierciedla np. zuzycie energii elek-

trycznej w danym miescie, ktére waha si¢ okresowo w ciggu roku.

4.6 Przypadek n-wymiarowy, przeglad podstawowych typéw

modeli teoretycznych

W podrozdziatach 4.3 - 4.5 rozwazalismy przypadki, gdy model funkcyjny F
byt rozmaitoscig liniowa rozpieta przez jedna, dwie lub trzy funkcje odpowiednio.
W praktyce czasem zachodzi potrzeba rozwazania doktadniejszych modeli z uzyciem
wigkszej ilodci funkeji bazowych. Zalézmy wiec, ze F = lin({hy: k € Z;,}) dla
dowolnie zadanych p € N i ciagu Z;, > k — h, € L2(A, A, P,). Wtedy klase
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Reg(F,B,) mozna wyznaczy¢ na podstawie twierdzenia badz twierdzenia
z uwzglednieniem w razie potrzeby uwagi [4.13| Zatézmy, ze ||h) || > 0 dla k € Z; .
Wtedy na podstawie twierdzenia , Reg(F,B,) = {f} dla pewnego f € F. Stad
f= Xp: aihy dla pewnego ciagu Zy, 3 k — oy € C. Z twierdzenia wynika, ze
(h]f}kz:l g*(h)dla h € F. W szczegdlnosci (hi|f) = g*(hi) dla k € Z, ;. Poniewaz dla
kazdego k € Zy ,, <hk‘ Ii alhl> = lém(hl\hk), wiec lgp:l ay{hlhg) = g*(hy). Ponadto
na mocy uwagi [£.2] ||h|| > 0 dla k € Z; ,. Zatem

p *
g* ()
Z@l<hl|hk>* = , ke Zl’ .
= 17 |2 g
Powyzsze rownosci mozna wyrazi¢ w postaci macierzowej nastepujaco
[ ] [97(h) ]
A I
g*(h2)
Q9
(4.61) He| 7| =|"™"],
g*(hp)
2] LTl ]

gdzie
H =[Z1p XLy 3 (k1) — (hi|hi)s]) = [Z1p X Z1p 2 (k1) — E(hy o x|hy 0 2)].

Poniewaz ||hi|| > 01 [|hg]| > 0 dla k € Z,,, wiec korzystajac z metody dowodu

p ’
twierdzefi 118 § 1.9 w [I9] otrzymujemy det H = [T b

> (. Dlatego istnieje

macierz odwrotna H~!. Mnozac stronami réwnoéé (4.61) przez macierz H ' dosta-

jemy réwnosci

*(h
“ Tat? E(g o ylhi o x)
g*(h2)
(4.62) 2 g |l | g E(go y.\hz o x)
] s E(goylh, o)

Roéwnosci maja znaczenie teoretyczne. W praktyce obliczen numerycznych,
dla wiekszych wartosci parametru p bedziemy stosowaé twierdzenie badz twier-
dzenie [£.12] Stosowne przyktady beda podane w rozdziale piatym. W pewnych sy-
tuacjach twierdzenia te sg tatwiejsze w uzyciu niz réwnosci , co pokazuje na-
stepujacy przyktad.

Przyktad 4.16. Zatozmy, ze x: 2 — R iy:  — R sa rzeczywistymi zmiennymi

losowymi o rozktadzie tgcznym z funkcja gestosci postaci

f(@,y) = ! exp<2( 1 ((95—51)22pfv—u1y—u2+(y—5z)2)>

271'0'10’2\/1—/)2 1—p2) 09 g1 (o) 05

2
B 1 exp —(y — p2 — p2(z — 1)) exp(_ (x—u1)2>
2ro109/ 1 — p? 2(1 — p?)o? ’
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gdzie p € (—1;1) jest wspoétezynnikiem korelacji; por. [11, Definition 5.11.1], [20],
§5.10]. Wtedy rozktady brzegowe wektora losowego (x,y), czyli rozklady rzeczywi-
stych zmiennych losowych z i y sa rozkladami normalnymi odpowiednio N (uq,071)
i N(p2,02). Ustalmy dowolnie p € Zz. Przyjmujac A := R mamy h;, € L2(A, A,, P,)
dla k € Z1, i g € L*(C, A, P,), gdzie g(t) :==t, h(t) == t""1 k € Zy, dlat € C.
Wyznaczymy klase regresji Reg(F,B,), gdzie F :=lin({hy: k € Z1,}). Korzystajac
z formuty (3.10)), z uwagi [3.5| oraz wzoru otrzymujemy

(halt) = [ BR8] dPo( /t”““ 2 4P, (t)

_ / T2 (W) AP(w) = B (2") | n ke Zy,
Q

skad

(ha|h1)
(ha|hy)
(halha)

Y

1
(hilh2) = E(z) = pu,
E(z%) = B(((z — p1) + p11)?)

E((z — m)?) + 2 Bz — ) + pi = of + .

Z (4.6)) otrzymujemy
hy = hy,
h/2 = hg - <h2’h,1>* : hl = hg — /,Llhl.
Zatem
(hn|ha)

(Pl ) =
a2

<hn|h1> = E(Q?nil), n e Zl,p

oraz na mocy uwagi [£.2]
15[ = (ha|hy) = (halho — piha) = (halhz) — pi(halhn) = oF + i — i = o7,

skad
(hnlha) — pr(halhe) _ E(2") — p E(@")
1512 ot ’

Poniewaz x i y sa zmiennymi losowymi, wnioskujemy ze wzoru (3.19), ze dlan € Z,

W) = [ o) goy@dP) = [ 71 w) - y(@)dP() = B (")

(hn|h5)s =

n e Z’Lp'

co daje

g () =@y = [ [T typeasay = [ e ([ ) as

o) —0o0

+oo 1 — 2
:/ on—1 exp(_ (z /;1) )
—0 21o109y/1 — p? 2071

oo —(y—p2 = pZ(x — 1))
./_OO yexp( 21— p?)ol )dy dzx.
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y—Ha—pg2 (z—pa)

Obliczajac catke wewnetrzna przez podstawienie s := V- mamy
o 2
/*Wyexp (-(y — p2 = pZ(z — 1)) )dy
e 2(1— p?)03

—/m(f\/:az St patp= (fc—m) \f\/:agds
:2(1—p2)a§/+ P ds +v2y/1— poy (ug—i—p :L’—ul))/ T e ds
= 21— )03 -0+ V21 - o <uz + ﬂ;l(x - m)) v

— Vam\/1 - p2o (uz + p%(x — m)) :

g (hy) = /_J:o (m”_l 277010—21\/m exp ( — (3;;‘?1)2)
: (\/%\/ 1 — p?o2 (M2 + P%(w - M1))) )df’«"

1 o) )/+°° n—1 (z —m)?
= —p— x exp (— ———5——)dx
V2moq (M2 p01'u1 —o0 p( 20’% )
o2 +o0 _ 2
po'l / LETL eXp ( _ (x /;1) )dl’
2noy J- 207

o o _ o n .
N (M - pQﬂl) B(z") + p=2 B(a") = pa B(a" ™) + p=> (B(a") — m BE(z" 1)),
(oa] g1
a w szczegdlnosci
9" (h1) = po
9*(;’ ) = g"(h2) — pag*(h1) = papia + poro2 — iy - pi2 = po102.
Zatem, dla kazdego n € Zs,, mamy

(4.63)
9" (hny = (halh) hy = (halhy)hy) = g7 (hn) = (halhy)g” (hy) — (halhi).g™ (B)
o
= 1 B@" ) + p2 (E(2") — m B ™))
01
1
— palagﬁ(E(x") — [ E(x”_l)) — e E(z" ) = 0.

01

Pokazemy, za pomoca indukcji zupetnej, ze

(4.64) g*(hl) =0, n € Zsp,

o ile p > 3. Stosujac (4.63) z n := 3 mamy g*(h5) = 0. Ustalmy dowolnie n € Zs, 4
i zatézmy, ze réwno$¢ w (4.64]) zachodzi dla wszystkich n € Zs;. Wtedy na mocy
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(4.63) mamy
I
g (hi) =9g" <h1+1 - Z<h1+1\h§€)*h§§>

k=1
l

= g"(hi1) = > (sl Pi)g” (hy) = (haga|By) g™ () — (R |1 )og™ ()
k=3

= g" (M) — (higalhy) g™ (Ry) — (haga|RY)wg™(R)) = 0.

Stad na mocy indukcji zupetnej dostajemy wtasnosé (4.64]). Ponadto dla dowolnie

zadanej funkcji h € © N F,

u1)

2"1 dt.

0=h2=/h )2dP(w /h AP, ( /h
Al = [ fhox(o) RAP) = o [ |

Stad h(t) = 0 dla p.w. t € R. Poniewaz jednoczesnie h € F, wiec h(t) = 0 dlat € R.
Dlatego ©NF = {6}. Ponadto dim(F) = p. Z wniosku [4.5| wynika wiec, ze |1} || > 0
dla k € Zy,. Stad na mocy twierdzenia i (4.64) dostajemy Reg(F,B,) = {f}.
gdzie

[ e T i [ R

p * / *h/ *h/
f::Zg<k) /_9(2)h/+g(1)h/ p0-10-2(h2_ﬂlh1)+ﬂ2h1

g
= p—(ha — p1hy) + pohy = pfhz + (ua pp— > hi.
1

W ten sposdb otrzymujemy klasyczng réwnosé

Reg(F,B,) = {R St (m fp— )+pt}

Jest to alternatywny dow6d w stosunku do dowodu opartego na rownosci regresji
pierwszego i drugiego rodzaju dla dwuwymiarowego rozktadu normalnego; por. [20),

§6.4], [T, §3.8].

Odnotujmy, ze rozwazana w tej pracy teoria regresji jest stosowalna do modelu
teoretycznego F bedacego rozmaitoscia liniowa rozpieta przez uktad dowolnie zada-
nych funkcji hy, k € Zy,. Tym samym teoria ta jest niezalezna od wyboru takich
funkcji, co nadaje jej charakter uniwersalnosci. Odpowiednie modele teoretyczne F
tworzymy na podstawie wiedzy teoretycznej i praktycznej o badanych zaleznosciach.
Wstepnego dopasowania typu modelu do badanego zjawiska mozna réwniez dokonaé
oceniajac wzrokowo graficzng ilustracje zaleznosci pomiedzy stosowanymi zmienny-
mi. Najczesciej w praktyce wykorzystywane sg modele utworzone przez standardowe
funkcje elementarne jak: wielomiany, funkcje potegowe, funkcje wyktadnicze, funkcje
trygonometryczne, itp. W ten sposéb mozna sklasyfikowa¢ odpowiednio modele na
wielomianowe, potegowe, wyktadnicze, trygonometryczne, itp. Mozna rowniez two-

rzy¢ modele mieszane wykorzystujac w tym celu funkcje réznych typow. Klasycznym
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typem teoretycznych modeli liniowych sa modele wielomianowe i odpowiadajace im
regresje wielomianowe opisane w podrozdziale 3.3. Konkretne zagadnienie wyzna-
czenia regresji wielomianowych zostato opisane w przyktadzie [£.16, W praktyce —
z uwagi na ztozonos¢ obliczeniows — do wyznaczenia regresji stosuje sie wspomaganie

komputerowe. Zagadnienie to zostanie zilustrowane w czesci piatej niniejszej pracy.

4.7 Szczegdbdlny przypadek funkcji skalujacej

7 dotychczasowych rozwazan wynika, ze funkcje regresji zalezg od funkcji ska-
lujacej g € L*(C, A, P,). Zalezno$¢ te mozna latwo wyrazi¢, gdy funkcja g jest
wielomianem stopnia pierwszego. Oznaczmy przez Prz(h) klase projekcji ortogonal-
nych funkcji h € L2(A, A,, P,) na F, tzn. klase wszystkich funkcji ' € F takich,
ze h—h' L vdlawv e F. Nastepujace twierdzenie opisuje zalezno$¢ pomiedzy klasg
Reg(F,B,) a klasa Reg(F,P), gdzie P jest dowolnie ustalong zespolong probabili-

styczna strukturag regresji.

Twierdzenie 4.17. Dla dowolnie zadanych p € N i Zy, 3 k +— hy, € L*(A, A, P,)
niech Zy, 3 k — hj, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem (4.34). Wtedy dla do-
wolnych a,b € C, jesli g = a -idc + b, idc € L*(C, Ay, P,) i Pre(14) # 0, to dla
wszystkich f1 € Reg(F,P) i fo € Pre(14) zachodzi réwnosé

(4.65) Reg(F,%,) = lin({h,: k € ZL,\E}) +a- f +b- fo,

gdzie F :==1lin({hy: k € Z1,}) i E:={k € Z1,: ||h}]| > 0}.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcja skalujaca g: C — C jest postaci g := a - id¢ + b dla
pewnych a,b € C oraz idc € L*(C, A,, P,). Wtedy dla h € L?(A, A,, P,)\© mamy

E((goy)(hox)) E((ay +b)(how))

E(goylhox) = E(hozf2) E(|h o z|?)
By(how) . E((hox)
Blho ) + VB (o o)
B(idc 0 y)hom) _, B((1e oy)(ro))
B(h o 2]?) B(h o «]?)

=aE(dcoylhox)+ bE(1coylhox).
Zatozmy najpierw, ze E # (). Stosujac twierdzenie dostajemy

Reg(F,B,) = lin({h}: k € Z1,\E}) + > E(g o y|hj, o x)h,
keE
=lin({hy: k € Z1,\E})
+> (a E(id¢ o y|h), o x) + bE(1¢ oylh), o :c))h?C

keE
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Zatem

Reg(F,%B,) =lin({hy: k € Z1,\E})
+a > E(idc o y|hy o z)hj, + b > E(1¢ oy|hy, o z)h,.

keE keE

Ponadto dla kazdego k € F,

E(Le ol o z) = E@co(iow) _ B(Lion)Hox) _ (Lalki)

E(|h} o ) E(lh} o z]?) (AT
W konsekwencji
~ T4 |h
fo = Z E(I]-(C Oylh;C OI)h;C = Z < A/l §>h;€ S Pl"j:(:ﬂ_A),
keE keE Hth
gdyz fo € F, [(La—folhi)| < | La—foll - [|hfll = 0 dla I € Zy,\ E oraz

(La i)

s (i) =0, 1€ B

(La —folhy) = (La|hp) = (folbi) = (La|hj) — >

keE

Stosujac ponownie twierdzenie [£.12]z ¢ := idc, stwierdzamy, ze

fi =" E(idc o y|hj, o 2)hj, € Reg(F,P).

keE

Zatem
(4.66) Reg(F,B,) = lin({h}: k € Zy,\E}) +a-fi+b- fo.
Ustalmy dowolnie f; € Reg(F,P) i fo € Pre(14). Wtedy fo—fo€ Forazly—fy L
vila—fo LovdlaveF. Stad

1o = foll* = (fo — folfo — fo) = ((La—fo) — (La—fo)l fo — fo)

= (La —folfo — fo) — (La—folfo — fo) =0,

czyli fo — fo € © N F. Z twierdzenia wynika za$, ze fi — fi € © N F. Zatem
(afi, +bfo) — (afi +bfo) € © N F, i w konsekwencji
(4.67) ONF+afi+bfo=0NF+afy +bf.

Ponadto na mocy twierdzenia lin({hy,: k € Z1,\ E}) = ©NF. To acznie
z réwnosciami i implikuje réwnosé , gdy E # (.

Zalézmy na koniec, ze E = (). Wtedy na mocy uwagi 1.1, F = lin({h}: k €
Zy,\ E}). Ponadto z twierdzenia wynika, ze Reg(F,B,) = F = Reg(F,P).
Stad dla dowolnych f; € Reg(F,B) i fo € Pre(14), afi +bfy € F. Dlatego

Reg(F,B,) = F = F +afi +bfo =lin({h},: k € Z1 ,\E}) + afi + bfo,

czyli zachodzi réwnosé (4.65)), gdy E = (). To koniczy dowdd twierdzenia. O
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Whiosek 4.18. Dia dowolnie zadanychp € NiZ;, > k w— hy, € L2(A, Ay, P,) niech
Zyp 2 k — hy, bedzie ciggiem zdefiniowanym wzorem (4.34). Wtedy dla dowolnych
a,beC, jeslig=a-idc + b, idc € L*(C, A, P,) i 14 € F, to

(4.68)  Reg(F,PB,) =lin({hy: k€ Z1,\E})+a-f+b-1a, f€Reg(F,P),
gdzie F :=1lin({hy: k € Z1,}) i E:={k € Z1,: ||h}]| > 0}.

Dowdéd. Wniosek jest bezposrednig konsekwencja twierdzenia .17 gdyz na mocy
zalozenia 14 € F, 14 € Pre(14).
O



Rozdziat 5

Przyklady zastosowan i uwagi uzupelnia-
jace

Opierajac sie na twierdzeniu wyprowadzimy metode numeryczng obliczania
funkeji regresji dla dowolnie zadanego uktadu funkcji bazowych Z;, > k — h.
W dalszej czesci podamy kilka realnych przyktadéw wyznaczania funkcji regresji
opartych na implementacji tej metody w arkuszu kalkulacyjnym MS Excel przy
uzyciu jezyka programowania VBA.

Ustalajac dowolnie p € N i ciag Z1, 3 k — hy, € L?(A, A,, P,) rozwazmy macierze

(5.1) Zap X Zap > (k1) — Rey = (hglhy)
oraz
(5.2) Zip ok Qp:=g"(hy),

gdzie ciag Zy, > k +— hj, jest okreslony wzorem (4.6). Zatézmy, ze ||hL]| > 0 dla
k € Zy ,. Poniewaz h} = hy, wiec ze wzordéw (5.1)) 1 (5.2) wynika, ze

(53) Rk71 = <hk|h1> 1 Q1 = g*<h1>, k S Zl,p'

Ponadto na mocy wzoru (4.6) widzimy, ze dla dowolnych k € Z1, il € Zs,.

-1

-1
Riy = (hy|h)) = <hk hl—z<hl\h;)*h;> (hilha) =3 Tl ) (| )
7=1

j=1

o (Pl ) Chic|BS) — RiiRs
:<hk|hl>_ZW (hig| i) — Z R 5

j=1 J Jj=1 Y

gdyz na mocy uwagi [4.2]

(5'4) Hh,H2 <h |h,> ij J€ ZQ,F‘

To prowadzi do formuty rekurencyjnej

(55) Rk,l hklhl Z ke ZLP? l e ZQ,P'

79
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Stosujac ponownie wzor (4.6) dostajemy dla kazdego k € Zo,,

g (h) = g° (hk - i(hk|h2‘>*h;’) =g"(hi) — i(hklh}%g*(h}),

J=1 Jj=1

co wobec (5.1)), (5.2)) i (5.4) prowadzi do zaleznosci rekurencyjnej

k—1
" R,
(5.6) Qr=g"(he) = > %Qj, k€ Zs,.
j=1 T\
7 uwagi wynika ponadto, ze
(57) Rk,l = 0, k’ S Zl,p—la l € Zk—i—l,p,

gdyz hy L hy dla k € Z;;_1. Na mocy twierdzenia dostajemy

p h/
Z ARG h’ € Reg(F,B,),

gdzie F :=lin({hy: k € Z1,}). Z uwagi oraz z (5.2)) 1 (5.4) wynika, ze

dla pewnego ciggu Z , 3 k — oy, € C. Stad dla kazdego [ € Zy ,,

p p p
K.k k=1 k=1 k=1
Uwzgledniajac zaleznosci ((5.7) dostajemy ostatecznie
5.8 = Q 3 R leZ
( . ) ap = R— oraz o = R Qz Z (€7 2RV N I € Lp-1-
PP 1l k=I+1

Stosujac wzory poczatkowe oraz formutly rekurencyjne , i mo-
zemy bezposrednio wyliczy¢ wspotezynniki oy, k € Z; ,, funkeji regresji f w bazie
Zip > k — hy modelu funkcyjnego F. W oparciu o formuty , ,
i mozna zaprojektowa¢ program komputerowy obliczajacy funkcje regresji. Na
potrzeby ilustracji dziatania tego algorytmu zostal opracowany przyktadowy pro-
gram komputerowy dla probabilistycznych struktur regresji B := (A, R, J; z,y) nad
przestrzeniag probabilistyczna P = (2, A, P), gdzie Q := Z;,, dla pewnego n € N,
A=2%2:72,, - ACR, y: Z,, — R i kryterium dopasowania & spetnia réw-
nos¢ dla wszystkich u,v: Z; ,, — R. Wéwczas dla dowolnych funkeji h: A — R

i g: R — R zachodzi rownos¢

S(hox,goy) = Z|h ) — 9(yr) I’ pr,
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gdzie zp = x(k), yx = y(k) i pr := P({k}) dla k € Z,. Tego typu struktury
regresji maja zastosowanie w analizie szeregow czasowych, co pokazuja przyktady
— [B-4 Prawdopodobienstwo pj jest tutaj interpretowane jako waga istotnosci
k-tego pomiaru. Program komputerowy zostat zrealizowany w jezyku programowa-
nia VBA interpretowanym z poziomu arkusza kalkulacyjnego MS Excel, ktéry sam
w sobie jest wygodnym narzedziem do przetwarzania danych. Tak przygotowany
program komputerowy postuzyt do wyznaczenia funkcji regresji w przyktadach
— .4l Kod programu znajduje si¢ w zaltaczniku na koncu pracy. Sa tam réwniez za-
mieszczone wyniki obliczen programu MS Excel dla tych przyktadéw. Pojawiajace
sie w przyktadach réwnosci nalezy traktowaé¢ w sposéb numeryczny, czyli z ewentu-

alnym bledem zaokragleii. Wyniki obliczei podawane sg z doktadnoscig do 107°.

Przykltad 5.1. Zal6zmy, ze mamy dane umowne dla 5 obserwacji przedstawione
w tabeli B.11

Tabela 5.1: Przyktadowe dane umowne
pe | 0,2 02 | 0,2 |0,2]0,2
Tk -2 -1 0| 1 2
Yk 1 0 11419

Rozwazmy teoretyczny model funkcyjny
(59) F = 1in({h0, h17 hg}),

gdzie R 3 t — Ry(t) := t'"1 | € Z; 3. Stosujac zaimplementowany program kompu-
terowy otrzymujemy nastepujace wyniki (por. rysunek :

e Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych

(hilh1)  (halhg)  (halhs) 1 0 2
(halh1) (holhg) (halhs)| =10 2 0 |[;
(hslh1)  (hs|ha)  (hs|hs) 2 0 68

e Macierz wartosci dla funkeji skalujacej R 3 ¢ — g(t) :=t,
g7 (h) g*(ha) g"(hs)] = [3 4 88];

e Macierz R

Rl,l R1,2 R173 1 O O
R2,1 R2,2 R2,3 =10 2 01|;
R31 Rzo Rs3 2 0 28
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e Macierz ()
[Ql Q2 Q?J:{?) 4 2,8};

e Macierz wspotczynnikéw regresji {al oy 043} = {1 2 1}.
Zatem
(5.10) Reg(F,B,) = {R>t— 1+2t+t°},

czyli funkcja regresji pokrywa sie z wielomianem interpolacyjnym co najwyzej dru-
giego stopnia dla danych z tabeli
Jezeli zmodyfikujemy przyktad zamieniajac rozktad jednostajny prawdopodo-

bienstwa przez rozktad zadany w tabeli [5.2], otrzymamy przy takim samym modelu

Tabela 5.2: Przyktadowe dane umowne
pe | 0,01 | 0,05 | 04 |0,3]0,24
Tk -2 -1 0| 1 2
Yk 1 0 1] 4 9

teoretycznym (j5.9) nastepujace wyniki (por. rysunek [6.2)):
e Macierz iloczynow pseudo-skalarnych

by (alhs)  (alhs) 1071 1,35
<h2|h1> <h2|h2> <h2|h3> = 0,7]. 1,35 2,09 3
(halhy) (hslha) (halhs)| 135 2,09 4,35

e Macierz wartosci dla funkcji skalujacej R 5t — g(t) :=t,

9" (h) g*(ha) g"(hs)] = [3,77 5,5 9.88];

e Macierz R
Riy Rip Ris 1 0 0
Rz’l R272 R273 = 0,71 0,8459 0 5
Rs1 Rsa Rs3 1,35 1,1315 1,01397
e Macierz ()

Q1 @ Q] =[3.77 2:8233 1,01307);

e Macierz wspotezynnikoéw regresji {041 o ag} = {1 2 1}.
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Zatem
(5.11) Reg(F,B,) = {R >t 1+ 2t + 7},

czyli w obu przypadkach funkcje regresji pokrywaja si¢ z wielomianem interpola-
cyjnym dla ciagéw x i y; por. rOwnosé . Wyjasnienie tego faktu znajduje sie
w przyktadzie |3.19,

Przyjmijmy teraz funkcje skalujaca postaci R 3 t +— g(t) := t? dla danych przed-
stawionych w tabeli . Nie zmieniajac teoretycznego modelu funkcyjnego ,
otrzymujemy wyniki (por. rysunek :

e Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych

(hilh1) (hilhe) (h1lhs) 1 0,71 1,35
<h2|h1> <h2‘h2> <h2’h3> = 0,71 1,35 2,09 y
(hslh1) (hslha) (hslhs) 1,35 2,09 4,35

e Macierz wartosci dla funkcji skalujacej g,

g (h) g*(hs) g"(hs)] = [24,65 43,66 82,6]

e Macierz R
Rin Rip Rigs 1 0 0
R271 R272 R273 = 0,71 0,8459 0 ;
Rs1 Rso Rss 1,35 1,1315 1,01397
e Macierz ()

(@1 Q2 Q] =[24.65 26,1585 14,33214];
e Macierz wspotczynnikéw regresji
(a1 @y as] =[-296381 12,01698 14,13464].
Zatem

(5.12) Reg(F,R,) = {R > t — —2,96381 + 12,01698 + 14,134641%},

czyli funkcja regresji znacznie odbiega od wielomianu interpolacyjnego dla danych

z tabeli [5.2] por. rysunek [5.1]
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—e—dopasowanie dokfadne 50

Rysunek 5.1: Wielomian interpolacyjny (dopasowanie doktadne) z zaznaczona krzy-

wa regresji ((5.12)).

Przyktad 5.2 (Dane gietdowe). Wyznaczymy regresje dla danych dotyczacych coty-
godniowego otwarcia gietdy papieréw wartosciowych WIG w Warszawie od poczatku
jej notowan, czyli od 21 kwietnia 1991 roku do 05 wrzesnia 2021 roku. Dane obejmu-

ja 1584 tygodni i pochodza ze strony https://stooq.pl/q/d/7s=wig. Zaktadamy,

1
1584°

skalujaca jest postaci R 5 ¢ +— ¢(t) := t. Rozwazmy na poczatek teoretyczny model
funkcyjny postaci Fy := lin({h;: | € Z15}), gdzie R 3 t — Iy(t) =71, | € Zy o,

czyli rodzina JF; sktada si¢ z wielomianow rzeczywistych stopnia co najwyzej pierw-

ze wszystkie notowania sa jednakowo istotne, tzn. p; := k € 71 1584, za$ funkcja

szego. Stosujac zaimplementowany program komputerowy wyznaczamy klase funkeji
regresji (por. rysunek

(5.13) Reg(Fy,B,) = {R > ¢ — 406,84816 + 40,14188t}.

Wykres danych surowych z zaznaczong krzywa regresji przedstawia rysunek
Przyjmijmy teraz Fp := lin({h;: | € Z13}), gdzie R 3 t — hy(t) = t'"! dla
l € Z 3, czyli model teoretyczny F» sktada si¢ z wielomianéw rzeczywistych stopnia

co najwyzej drugiego. Wtedy klasa funkcji regresji (por. rysunek jest postaci
(5.14) Reg(F, B,) = {R > t — —1740,74105 + 48,26643t — 0,00513¢*}.

Wykres danych surowych z zaznaczona krzywa regresji przedstawia rysunek
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Rysunek 5.2: Dane surowe z zaznaczong krzywa regresji ((5.13)).
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Rysunek 5.3: Dane surowe z zaznaczona krzywa regresji ((5.14)

Mozna zauwazy¢, ze trend notowan gietdy WIG jest rosnacy, jednakze dynamika

tego wzrostu jest malejaca.
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Dane gietdowe cechujg si¢ rowniez wahaniami okresowymi. Zalézmy wiec, ze
model teoretyczny oprocz liniowego trendu wielomianowego posiada takze trend
okresowy. Przyjmijmy, ze okres liczy 200 tygodni, czyli okoto cztery lata. Wtedy
teoretyczny model funkcyjny ma postaé Fs := lin ({hy: k € Zy4}), gdzie hy(t) :== 1,
ho(t) :=t, hs(t) := sin (ﬁt), hy(t) := cos (1’.%015) dla t € R. Wowczas klasa funkcji
regresji jest nastepujaca (por. rysunek
(5.15)

Reg(Fs,B,) = {]R >t — 109,60675 + 40,53825¢

T T
2192,7395 sin | ——1 ) + 2263,31969 cos ( ——t) \.
+ a9, fs3o8n (100 ) 1 2503,98905 cos (100 ) }

Wykres danych surowych z zaznaczong krzywa regresji przedstawia rysunek [5.4]

75000
65000 s
B

55000

* dane surowe

o wykres regresji
45000

35000

15000

[} 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Rysunek 5.4: Dane surowe z zaznaczona krzywa regresji ((5.15)).

Rozwazmy teraz bardziej ztozony teoretyczny model funkcyjny Fy := lin({hs: k €
Z7}), gdzie hi(t) =1, ha(t) :=t, ha(t) =2, ha(t) := sin (Z5t), hs(t) := cos ({55t),
he(t) := sin (2%015), hz(t) := cos (23—015) dlat € R. W stosunku do poprzedniego mode-
lu zostal uwzgledniony trend wielomianowy drugiego stopnia oraz dodatkowo okres

400 tygodniowy. Wéwezas klasa funkcji regresji jest nastepujaca (por. rysunek

(5.16)
Reg(Fy1,B,) = {]R St — 2521,95916 + 49,50141¢ — 0,00531¢

T T
1 in(—t 2 164 —t
+ 2219,01987 sin <100 ) + 2300,0164 cos (100 )

7T s
14 in(— 2801,64332 — .
+ 1456,70906 sin <200t) + 2801,64332 cos <200t> }
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Wykres danych surowych z zaznaczong krzywa regresji przedstawia rysunek [5.5]

75000

65000

55000
¢ dane surowe

o wykres regresji

45000
35000
25000

15000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Rysunek 5.5: Dane surowe z zaznaczona krzywa regresji ((5.16)).

Zmodyfikujmy teraz model teoretyczny F, przez zastapienie trendu kwadratowe-
go trendem logarytmicznym. Wtedy teoretyczny model funkcyjny Fs := lin({hy: k €
Zy7}) jest zadany przez nastepujace funkcje bazowe hy(t) := 1, ho(t) :=t, hs(t) :=
Int, ha(t) == sin (55t), ha(t) := cos (ia5t), he(t) == sin (555t), he(t) := cos (55t)
dlat € A:= (0;400). W tym przypadku klasa funkcji regresji spelnia réwnosé (por.

rysunek

(5.17)
Reg(Fs, By) = {A St — 10132,43738 + 37,37466t + 2005,83088 In ¢

7 70
T 4 T
+ 2339,39068 sin <100t) + 2424,97173 cos (10015)

T T
1 4¢in | —t 2 254 —t) ¢.
+ 1597,76804 sin (200 ) + 2983,52543 cos (200 ) }

Wykres danych surowych z zaznaczona krzywa regresji przedstawia rysunek
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Rysunek 5.6: Dane surowe z zaznaczong krzywa regresji ((5.17)).

Stosujac przedstawiona teorie mozemy rozwazac takze inny rozktad prawdopodo-
bienstwa niz rozktad jednostajny. Kazdemu tygodniowi w poprzednich przypadkach
przyporzadkowalismy jednakows wage istotnosci. Przyjmijmy teraz dla odmiany in-
ny rozktad prawdopodobienstwa. Zalézmy znikomy wplyw danych historycznych,
czyli prawdopodobienstwo dla poczatkowych 936 tygodni jest bardzo male i réwne
0,01. Zat6zmy takze duzy wpltyw ostatnich 24 tygodni przyjmujac prawdopodobien-
stwo rowne 0,5. Pozostate tygodnie dzielimy na trzy rowne okresy po 208 tygodni
przyjmujac prawdopodobienistwo rowne odpowiednio 0,04, 0,15 i 0,3 w kolejnosci

historycznej. Precyzyjniej rzecz ujmujac rozktad prawdopodobienstwa jest postaci

%7 k € Z1,936,
g%g, k € Zg37 1144,
Pk = %g’, k € Zi145,1352,
2%’38, k € Z1353,1560,
%, k € Zis61,1584-

Wtedy klasa funkeji regresji dla np. modelu teoretycznego F, spetnia réwnosé (por.
rysunek
Reg(F1,B,) = {R St — 123461264 + 42,49254¢ — 0,00097£

(5.18) + 9981,38964 sin (17(;015> 1 6393,33686 cos (17[;0t)

. ™ ™
+2231,2263 sin (20075) — 316,35312 cos (20015) }

Wykres danych surowych z zaznaczona krzywa regresji przedstawia rysunek



PROBABILISTYCZNE STRUKTURY REGRESJI 89

75000

65000

55000

e dane surowe

o wykres regresji
45000

35000
25000

15000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Rysunek 5.7: Dane surowe z zaznaczong krzywa regresji ((5.18)).

Poréwnujac rysunki [5.4] i mozna zauwazy¢, ze funkcja regresji w (5.18]) jest

zgodnie z oczekiwaniami lepiej dopasowana do danych niezbyt odlegtych w czasie.

Przyktad 5.3 (Dane meteorologiczne - temperatura w miesiacach). Wyznaczymy
regresje dla danych meteorologicznych dotyczacych $rednich miesiecznych tempera-
tur w Zakopanem. Dane pochodza ze strony https://dane.imgw.pl/data/dane_
pomiarowo_obserwacyjne/dane_meteorologiczne/miesieczne/synop/|i dotycza
okresu od lutego 1961 roku do sierpnia 2021 roku, czyli obejmuja 739 miesiecy.
Przyjmujemy, ze wszystkie pomiary sa jednakowo istotne, tzn. obserwacje sa trak-
%, k € Z 739, za$ funkcja
skalujaca jest postaci R 3 t — ¢(t) := t. Rozwazmy teoretyczny model funkcyjny
postaci Fy = lin({h;: | € Zy5}), gdzie R > ¢ — hy(t) := t""! dla | € Z; 5. Stosujac
zaimplementowany program komputerowy otrzymujemy klase funkcji regresji (por.

rysunek |6.10))

towane z jednakowg waga prawdopodobienstwa p, =

(5.19) Reg(F1,%B,) = {R > ¢ — 4,61255 + 0,00295¢}.

Wykres danych surowych z zaznaczona krzywa regresji przedstawia rysunek
Srednia miesieczna temperatura cechuje si¢ takze wahaniami okresowymi. Za-
tozmy wiec, ze model teoretyczny oprocz wielomiandéw rzeczywistych stopnia co
najwyzej drugiego sktada sie takze z dziesiecioletniego trendu okresowego. Zatem
teoretyczny model funkcyjny jest postaci Fy = lin{hy: k € Z 5}, gdzie hy(t) := 1,
ho(t) :=t, hs(t) := t%, hy(t) := sin (Gﬂ—ot), hs(t) := cos (%t) dla t € R. Klasa funkcji


https://dane.imgw.pl/data/dane_pomiarowo_obserwacyjne/ dane_meteorologiczne/miesieczne/synop/
https://dane.imgw.pl/data/dane_pomiarowo_obserwacyjne/ dane_meteorologiczne/miesieczne/synop/
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Rysunek 5.8: Dane surowe z zaznaczong krzywa regresji ((5.19)).

regresji spetnia wowczas réwnosé (por. rysunek [6.11])
(5.20)  Reg(F2,B,) = {R >t +— 5,06818 — 0,0007t + 4,88 - 107¢2
— 0,0415sin (6—7Bt> +0,09326 cos (g—0t> }

Wykres danych surowych z zaznaczona krzywa regresji przedstawia rysunek [5.9]

19,00 + dane surowe

* wykres regresji

Rysunek 5.9: Dane surowe z zaznaczong krzywa regresji ((5.20)).

7 przeprowadzonych obserwacji mozna zauwazy¢, ze temperatura w ciggu ostatnich
50 lat w Zakopanem wzrosta srednio o 2°C, co swiadczy o ociepleniu w tym rejonie

kraju.
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Przyktad 5.4 (Wspotezynnik urodzen). Wyznaczymy regresje dla rocznego wspot-
czynnika urodzen na 1000 mieszkancéow w wojewoddztwie lubelskim w latach 2002
- 2020. Wspodtezynnik urodzen jest to stosunek liczby urodzen zywych w danym
okresie (roku) do sredniej liczby ludnosci z tego okresu - wyrazony w %o (tj. na
1000 ludnosci). Dane pochodza ze strony Gléwnego Urzedu Statystycznego https:
//bdl.stat.gov.pl/BDL/dane/podgrup/tablicali dotycza ostatnich 19 lat. Przyj-

mujemy, ze wszystkie dane sg jednakowo wazne, tzn. dane sa traktowane z jednakowsa

L
19

t — g(t) := t. Rozwazmy teoretyczny model funkcyjny Fy := lin({h;: | € Z12}),

waga prawdopodobienstwa py, := k € Zy 19, zas funkcja skalujaca jest postaci R >

gdzie R 3 t — Iy(t) := t"" dla | € Z;5. Stosujac zaimplementowany program
komputerowy wyznaczamy klase funkcji regresji (por. rysunek [6.12))

(5.21) Reg(F1,B,) = {R >t — 10,0893 — 0,04519¢}.
Wykres danych surowych z zaznaczong krzywa regresji przedstawia rysunek [5.10}

12

10

wykres regresji

® dane surowe

0

B SN P g S L R P s PSP SN

Rysunek 5.10: Dane surowe z zaznaczona krzywa regresji (5.21)).
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Na podstawie wykresu danych surowych mozemy zauwazy¢, ze wspotczynnik
urodzen cechuje si¢ takze wahaniami okresowymi. Zatézmy wiec, ze model teore-
tyczny oprécz wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego sktada sig
takze z dziesiecioletniego trendu okresowego. Zatem teoretyczny model funkcyjny
jest postaci Fy := lin{hy: | € Zis5}, gdzie hi(t) := 1, ho(t) = t, hs(t) = %
hy(t) := sin (%t), hs(t) := cos (gt) dla t € R. Klasa funkcji regresji spetnia woéwczas
réownosé (por. rysunek

(5.22)  Reg(Fa,B,) = {R >t — 9,62476 + 0,13583t — 0,01034¢>

~ 0,47856sin (?ﬁ) +0,02055 cos (?s) }
Wykres danych surowych z zaznaczong krzywa regresji przedstawia rysunek [5.11]

12

10 e . -

——wykres regresji

@ dane surowe

BB LY SN PN LN S\ S P SPY S GPNS S PN SN s L ST S L

Rysunek 5.11: Dane surowe z zaznaczona krzywa regresji (5.22]).



Zalacznik

Ponizszy kod programu zostal napisany w jezyku programowania VBA w srodo-
wisku arkusza kalkulacyjnego MS Excel. Jest on implementacja metody obliczania
regresji opisanej w rozdziale piatym. W zaleznosci od przyktadéw byly zmieniane:

wartos¢ statej WymReg oraz kod dwoéch funkeji FunkBaz i FunkSkal.

Public Const Ark_Dane = "Dane"
Public Const Ark_0Oblicz = "Obliczenia"
Public Const Ark_Wyk = "Wykresy"
Public Const WymReg = 3 ’Liczba funkcji bazowych $h_k$.
Dim MacIloczSkal(l To WymReg, 1 To WymReg) As Double ’Macierz iloczynéw skalarnych $h_k$ przez $h_1$.
Dim MacWartFunk(l To WymReg) As Double ’Macierz wartosci funkcji $g”*(h_k)$.
Dim MacR(1 To WymReg, 1 To WymReg) As Double ’Macierz iloczynéw skalarnych $h_k$ przez $h_1’$.
Dim MacQ(1 To WymReg) As Double ’Macierz wartosci funkcji $g”*(h_k’)$.
Dim MacWspReg(1l To WymReg) As Double
’Macierz wspéiczynnikéw regresji w bazie $h_k$, $k=1,2,...,p$ ($p=WymReg$).

Private Function FunkBaz(ByVal NrFunk As Integer, ByVal Arg As Double) As Double
Select Case NrFunk
Case 1
FunkBaz
Case 2
FunkBaz
Case 3
FunkBaz
End Select
End Function

([
[y

Arg

Arg ~ 2

Private Function FunkSkal(ByVal Arg As Double) As Double
FunkSkal = Arg
End Function

Private Sub ObliczMacIloczSkal()
Dim IloczSkal As Double
Worksheets (Ark_Dane) .Activate
For NrWier = 1 To WymReg
For NrKol = 1 To WymReg
IloczSkal = 0
Cells(1, 1).Activate
Do
ActiveCell.0ffset (1, 0).Activate
Arg = ActiveCell.Offset(0, 1).Value
Wart = ActiveCell.Value
Wart = Wart * FunkBaz(NrWier, Arg)
Wart = Wart * FunkBaz(NrKol, Arg)
IloczSkal = IloczSkal + Wart
Loop Until ActiveCell.Offset(1, 0).Value = Empty
MacIloczSkal (NrWier, NrKol) = IloczSkal
Next NrKol
Next NrWier
End Sub

Private Sub ObliczMacWartFunk()
Dim WartFunk As Double
Worksheets (Ark_Dane) .Activate
For NrKol = 1 To WymReg
WartFunk = 0
Cells(1, 1).Activate
Do
ActiveCell.Offset (1, 0).Activate
Wart = ActiveCell.Value
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Arg = ActiveCell.Offset (0, 1).Value
Wart = Wart * FunkBaz(NrKol, Arg)
Arg = ActiveCell.0ffset (0, 2).Value
Wart = Wart * FunkSkal(Arg)
WartFunk = WartFunk + Wart
Loop Until ActiveCell.Offset(1, 0).Value = Empty
MacWartFunk (NrKol) = WartFunk
Next NrKol
End Sub

Private Sub ObliczMacR()
For NrWier = 1 To WymReg
MacR(NrWier, 1) = MacIloczSkal(NrWier, 1)
Next NrWier
For NrKol = 2 To WymReg
For NrWier = 1 To WymReg
Suma = MacIloczSkal(NrWier, NrKol)
For NrKolPom = 1 To NrKol - 1
Suma = Suma - (MacR(NrWier, NrKolPom) * MacR(NrKol, NrKolPom) / MacR(NrKolPom, NrKolPom))
Next NrKolPom
MacR(NrWier, NrKol) = Suma
Next NrWier
Next NrKol
End Sub

Private Sub ObliczMacQ()
MacQ(1) = MacWartFunk(1)
For NrKol = 2 To WymReg
Suma = MacWartFunk (NrKol)
For NrKolPom = 1 To NrKol - 1
Suma = Suma - (MacR(NrKol, NrKolPom) * MacQ(NrKolPom) / MacR(NrKolPom, NrKolPom))
Next NrKolPom
MacQ(NrKol) = Suma
Next NrKol
End Sub

Private Sub ZapiszOblicz()
Worksheets (Ark_Oblicz) .Select
Cells.Delete
Cells(1, 1).Value = "Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych"
Cells(WymReg + 3, 1).Value = "Macierz wartosci funkcji"
Cells(WymReg + 6, 1).Value = "Macierz R"
Cells(2 * WymReg + 8, 1).Value = "Macierz Q"
Cells(2 * WymReg + 11, 1).Value = "Macierz wspétczynnikéw regresji"
For NrKol = 1 To WymReg
Cells(WymReg + 4, NrKol).Value = MacWartFunk(NrKol)
Cells(2 * WymReg + 9, NrKol).Value = MacQ(NrKol)
Cells(2 * WymReg + 12, NrKol).Value = MacWspReg(NrKol)
For NrWier = 1 To WymReg
Cells(NrWier + 1, NrKol).Value = MacIloczSkal(NrWier, NrKol)
Cells(WymReg + NrWier + 6, NrKol).Value = MacR(NrWier, NrKol)
Next NrWier
Next NrKol
End Sub

Public Sub ObliczMacWspReg()
Dim NrWier, NrKol, NrKolPom As Integer
Dim Arg, Wart As Double
Dim Suma As Double
Call ObliczMacIloczSkal
Call ObliczMacWartFunk
Call ObliczMacR
Call ObliczMacQ
MacWspReg(WymReg) = MacQ(WymReg) / MacR(WymReg, WymReg)
For NrKol = WymReg - 1 To 1 Step -1
Suma = MacQ(NrKol)
For NrKolPom = NrKol + 1 To WymReg
Suma = Suma - MacWspReg(NrKolPom) * MacR(NrKolPom, NrKol)

Next NrKolPom

MacWspReg (NrKol) = Suma / MacR(NrKol, NrKol)
Next NrKol
Call ZapiszOblicz
End Sub
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Nastepujace rysunki przedstawiajg zrzuty ekrandow z wynikami obliczen powyz-

szego programu dla przyktadéw zaprezentowanych w rozdziale pigtym.

| A | B [ ¢ | D
1 |Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych

2 1,00000 0,00000 2,00000

2 0,00000 2,00000 0,00000

4 2,00000 0,00000 6,80000

5

6 |Macierz wartosci funkcji

il 3,00000 4,00000 8,80000

8

9 |Macierz R

10| 1,00000 0,00000 0,00000
11| 0,00000 2,00000 0,00000
12| 2,00000 0,00000 2,80000

13

14 Macierz Q

15| 3,00000 4,00000 2,80000
16

17 |Macierz wspoiczynnikow regresji
18| 1,00000 200000 1,00000
19

Rysunek 6.1: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.10)).

L | B C D
1 |Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych
2 1,00000 0,71000 1,35000
3 0,71000 1,35000 2,09000
4 1,35000 2,09000 4,35000
5
6
T

Macierz wartosci funkcji

' 3,77000 5,50000 9,88000
8 |
9 |Macierz R
10| 1,00000 0,00000 0,00000
11 0,71000 0,84590 0,00000
12 1,35000 1,13150 1,01397

13 |

14 |Macierz Q

15| 3,77000 282330 1,01397
16 |

17 |Macierz wspolczynnikow regres)i
18| 1,00000 2,00000 1,00000
10

Rysunek 6.2: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkeji (5.11)).
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A B . D
Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych
1,00000 0,71000  1,35000
0,71000  1,35000  2,09000
1,35000 2,09000 4,35000

1
2
3
4
5
6 Macierz wartosci funkcji

7 | 2465000 4366000 8260000
8

9 Macierz R

10 1,00000  0,00000 0,00000
11 0,71000  0,84590  0,00000
12 1,35000 1,13150  1,01397
13

14 |Macierz Q

15| 2465000 26,15850 1433214
16

17 |Macierz wspdiczynnikow regresji
18| -2,96381 1201698 14,13464

40

Rysunek 6.3: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkeji (5.12)).

A B C
Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych
1,00000 792,50000
792,50000 837144,186667

1
2

3

4

5 |Macierz wartosci funkcji
6 | 32219,28538 33926965,01648
7
8
9

Macierz R
1,00000 0,00000

10 792,50000 209087,91667
11
12 Macierz Q
13 | 32219,28538 8393181,35379
14
15 |Macierz wspotczynnikéw regresji
16 406,84816 40,14188
17

Rysunek 6.4: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.13)).
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A B C
1 |Macierz lloczyndéw pseudo-skalarnych
% 1,00000 792,50000 837144, 16667
3 79250000 837144 16667 994841100,00000
4 837144, 16667 994841100,00000 1261060410931,17000
5
6 |Macierz wartosci funkeji
i 3221928538 33926965,01648 40096105237,13970
8
9 Macierz R
10 1,00000 0,00000 0,00000
11 79250000 209087,91667 0,00000
12 837144 16667 331404347,91668 34974163699,23020
13
14 |Macierz Q
15 3221928538  8393181,35379 -179274017 64489
16
17 Macierz wspdiczynnikow regresji
18 -1740,74105 48 26643 -0,00513

4N

Rysunek 6.5: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.14)).

A B © D
1 |Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych
2 1,00000 792,50000 0,00233  -0,00972
3 792,50000 837144,16667 -28,44047 -14,97441
4 0,00233 -28,44047 0,50431 0,00220
5 -0,00972 -14,97441 0,00220 0,49569
6
7 |Macierz wartosci funkcji
8 32219,28538 33926965,01648 -41,86812 518,61461
9
10 |Macierz R
11 1,00000 0,00000 0,00000 0,00000
12 792,50000 209087,91667 0,00000 0,00000
i3 0,00233 -30,28968 0,49992 0,00000
14 -0,00972 -7,27191 0,00117 0,49534
15
16 |Macierz Q
17 | 32219,28538  8393181,35379 1098,83645 1121,10435
18
19 |Macierz wspétczynnikow regresji
20 109,60675 40,53825 2192,73950 2263,31969
21

Rysunek 6.6: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.15)).
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D

0,00233
-28,44047
-45542,90264
0,50431
0,00220
-0,00038
0,00230

-41,86812

0,00000
0,00000
0,00000
0,49991
0,00120
-0,00955
0,00118

1101,46531

2219,01987

E

-0,00972
-14,97441
-21798,59285
0,00220
0,49569
0,00112
-0,00963

518,61461

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,49521
-0,00108
-0,00975

1110,07915

2300,01640

F G
0,00118 -0,01000
-62,42131 -15,42786
-99893,51452 -16378,17966
-0,00038 0,00230
0,00112 -0,00963
0,50486 0,00117
0,00117 0,49514
-1822,07127 720,35681
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,48547 0,00000
-0,00104 0,49414

704,26658 1384,41251

1456,70906 2801,64332

Rysunek 6.7: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.16)).

D
0,00233 -

-0,07311 =
0,50431
0,00220
-0,00038
0,00230 -

A B C
Macierz lloczynow pseudo-skalarnych
1,00000 792,50000 837144,16667
792,50000 837144,16667 994841100,00000
837144,16667 994841100,00000 1261060410931,17000
0,00233 -28,44047 -45542,90264
-0,00972 -14,97441 -21798,59285
0,00118 -62,42131 -99893,51452
-0,01000 -15,42786 -16378,17966
Macierz wartosci funkcji
32219,28538 33926965,01648  40096105237,13970
Macierz R
1,00000 0,00000 0,00000
792,50000 209087,91667 0,00000
837144,16667 331404347,91668  34974163699,23020
0,00233 -30,28968 512,85874
-0,00972 -7,27191 -2136,21039
0,00118 -63,35974 -459,62068
-0,01000 -7,49912 3883,315652
Macierz Q
32219,28538  8393181,35379 -179274017,64489
Macierz wspotczynnikéw regresiji
-2521,95916 49,50141 -0,00531
A B c
1 Macierz iloczynéw pseudo-skalarnych
2 1,00000 792,50000 6,37061
3 792,50000 837144,16667 5442 90959 -28,44047 -1
4 6,37061 5442,90959 41,56358
B 0,00233 -28,44047 -0,07311
6 -0,00972 -14,97441 -0,09992
7 0,00118 -62,42131 -0,14411
8 -0,01000 -15,42786 -0,13239
9

10 Macierz wartosci funkcji

11 32219,28538 33926965,01648 221207,95283 -41,86812 51

12

13 MacierzR

14 1,00000 0,00000 0,00000
15 792,50000 209087,91667 0,00000
16 6,37061 394,19767 0,23566
17 0,00233 -30,28968 -0,03087
18 -0,00972 -7,27191 -0,02429
19 0,00118 -63,35974 -0,03220
20 -0,01000 -7,49912 -0,05452
21

22 Macierz Q

0,00000
0,00000
0,00000
0,49588
-0,00201
-0,01377 g
-0,00591 =

23 32219,28538  8393181,35379 127,47495 111553502 114

24
25 Macierz wspolczynnikéw regresji

26 |-10132,43738 37,37466 2005,83088 2339,39068 242

27

E F

G

0,00972 0,00118 -0,01000
4,97441 -62,42131 -15,42786
0,09992 -0,14411 -0,13239
0,00220 -0,00038 0,00230
0,49569 0,00112 -0,00963
0,00112 0,50486 0,00117
0,00963 0,00117 0,49514

8,61461 -1822,07127 720,35681

0,00000 0,00000 0,00000
0,00000 0,00000 0,00000
0,00000 0,00000 0,00000
0,00000 0,00000 0,00000
0,49283 0,00000 0,00000
0,00445 0,48084 0,00000
0,01563 -0,00885 0,48143

1,34207  741,86800 1436,35786

4,97173 1597,76804 2983,52543

Rysunek 6.8: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.17)).



PROBABILISTYCZNE STRUKTURY REGRESJI

A B

1 |Macierz iloczynow pseudo-skalarnych
2 1,00000 1456,78000
3 1456,78000 2154629,78000
4 | 2154629,78000 3217490843,98000
5 -0,38928 -609,62029
6 0,31840 486,86085
7 -0,30044 -474,50454
8 0,38290 610,79093
9

10 |Macierz wartosci funkcji
11 58932,37590  87104110,46922
12

13 |Macierz R

14 1,00000 0,00000
15 1456,78000 3242181160
16 | 2154629,78000 78669273,07160
17 -0,38928 -42 52472
18 0,31840 23,02790
19 -0,30044 -36,82604
20 0,38290 52,99714
21

22 |Macierz Q

23 58932,37590 1252603,90305
24

25 |Macierz wspolczynnikow regresji

26 -1234,61264 42 49254

a7

C

2154629,78000
3217490843,98000
4840361215022,90000
-956160,94335
750004,07883
-746849,88579
973721,13301

130000306458,01300

0,00000

0,00000
7046201255 75537
1422301445
8102,94513
-10151,89334
20130,26687

-16502001,71730

-0,00097

D

-0,38928
-609,62029
-956160,94335
0,54416
-0,22565
0,14528
-0,37195

-24255,01285

0,00000
0,00000
0,00000
0,30814

-0,05514

-0,04047

-0,11275

295,80846

2281,38964

E

0,31840

486,86085
750004,07883

-0,22565
0,45584
-0,07150
0,23761

21731,70155

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,31892
0,05474
0,03473

2150,10869

6393,33686

-0,30044
-474,50454
74684988579
0,14528
0,07150
0,34080
-0,19464

-18370,78608

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,17937
0,01117

403,74922

2231,22630

Rysunek 6.9: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.18)).
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10
11
12
13
14
15
16

A

1,00000

B

370,00000

370,00000 182410,00000

Macierz wartosci funkciji

5,70298 224422422

Macierz R

1,00000

0,00000

370,00000 45510,00000

Macierz Q

5,70298

4,61255

134,12273

Macierz wspotczynnikow regresji

0,00295

C

Macierz iloczynow pseudo-skalarnych

Rysunek 6.10: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.19)).

99

G

0,38290
610,79093
973721,13301
-0,37195
0,23761
-0,19464
0,65920

24563,96702

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,32272

-102,09259

-316,35312



100

A

1,00000

0,01233
0,02136

5,70298

Macierz R
1,00000
370,00000 4
182410,00000 3367
0,01233
0,02136

Macierz Q
570298

23333238230~ ow s

NN
= o

22 5,06818

)
)
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B Cc

Macierz iloczynow pseudo-skalarnych

370,00000 182410,00000

370,00000 182410,00000 101169100,00000
182410,00000 101169100,00000

Macierz wartosci funkcji

-9,56608 -6771,93887
16,06128 12417,01898
224422422 1147791,94628
0,00000 0,00000
5510,00000 0,00000
7400,00000 1656918977,99986
-14,12930 1434,07596
8,15755 2483,89242
134,12273 8261,08972

Macierz wspotczynnikow regresji

-0,00070 4,88E-06

D

0,01233
-9,56608

59851603078,00000 -6771,93887

0,49458
0,00939

0,01645

0,00000
0,00000
0,00000
0,48880
0,00951

-0,01940

-0,04150

E

0,02136
16,06128
12417,01898
0,00939
0,50542

0,20446

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,49959

0,04659

0,00326

Rysunek 6.11: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji ([5.20)).

12
13
14
15
16

A B C

D

Macierz iloczynow pseudo-skalarnych

1,00000 10,00000
10,00000 130,00000

Macierz wartosci funkcji
9,63737 95,01789

Macierz R
1,00000 0,00000
10,00000 30,00000

Macierz Q
9,63737 -1,35579

Macierz wspotczynnikow regresji
10,08930 -0,04519

Rysunek 6.12: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji ([5.21)).
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Rysunek 6.13: Zrzut ekranu wynikéw obliczen dla funkcji (5.22)).

A B ©
Macierz iloczynow pseudo-skalarnych
1,00000 10,00000  130,00000
10,00000 130,00000 1900,00000
130,00000 1900,00000 29614,00000
0,00000 -1,61983  -32,39667
-0,05263 -0,52632 -5,01467

Macierz wartosci funkcji
963737  95,01789 1218,39474

Macierz R
1,00000 0,00000 0,00000
10,00000  30,00000 0,00000
130,00000 600,00000 714,00000
0,00000 -1,61983 0,00000
-0,05263 0,00000 1,82744

Macierz Q
9,63737 -1,35579 -7,34737

Macierz wspotczynnikow regresji
9,62476 0,13583 -0,01034

D

0,00000
-1,61983
-32,39667
0,52632
0,00000

-0,13681

0,00000
0,00000
0,00000
0,43885
0,00000

-0,21002

-0,47856

-0,05263
-0,52632
-5,01467
0,00000
0,47368

-0,51646

0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,46624

0,00958

0,02055
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