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Szumery zawiera rozwa·zania na temat analizy regresji rozumianej jako bada-
nie zale·znósci pomi¾edzy wielkósciami podlegaj ¾acymi obserwacji (które s ¾a
tradycyjnie nazywane zmiennymi objásniaj ¾acymi) oraz wielkósciami ocenia-
nymi na podstawie wartósci zmiennych obserwowanych. G÷ównym zadaniem
analizy regresji jest znalezienie mo·zliwie najlepszego modelu teoretycznego,
czyli zale·znósci funkcyjnej która dobrze odzwierciedla zwi ¾azki mi¾edzy ró·znymi
rodzajami zmiennych. Praca zosta÷a zainspirowana wynikami badań zawar-
tymi w artykule Generalized approach to the problem of regression, którego
autorami s ¾a D. Partyka i J. Zaj ¾ac, poz. [25] Bibliogra�i. W odró·znieniu od
badań opisanych w wymienionym artykule, póswi¾econych g÷ównie asynchro-
nicznym strukturom regresji, czyli zwi ¾azkom mi¾edzy funkcjami zale·znymi
od ró·znych zmiennych, rozwa·zania przedstawione w omawianej pracy dok-
torskiej dotycz ¾a tzw. synchronicznych (probabilistycznych) struktur regresji
P; w których badany jest zwi ¾azek mi¾edzy funkcjami zale·znymi od tej samej
zmiennej przebiegaj ¾acej przestrzeń probabilistyczn ¾a.

Metody badań problemu regresji zastosowane w rozprawie doktorskiej
mgr A. Szumery ró·zni ¾a si¾e od klasycznego uj¾ecia tego zagadnienia z kilku
wzgl¾edów:
10 w klasycznym uj¾eciu problemu regresji badana jest najcz¾ésciej regresja
liniowa (tzn. poszukiwane jest najlepsze przybli·zenie nieznanych wartósci
zmiennej y poprzez wartósci dowolnej funkcji liniowej ax+ b zmiennej obja-
śniaj ¾acej x; gdzie a; b s ¾a sta÷ymi), lub badana jest tzw. regresja pierwszego
rodzaju (tzn. poszukiwane jest mo·zliwie najlepsze przybli·zenie wartósci
zmiennej y przy pomocy wartósci dowolnej funkcji f (x) ; zwykle borelowskiej)
na podstawie otrzymanych dóswiadczalnie wartósci zmiennej x. W omawia-
nej pracy doktorskiej opisane zosta÷y ró·zne w÷asnósci rodziny funkcji regresji
(tj. funkcji najlepszego przybli·zenia) minimalizuj ¾acych średniokwadratowy
b÷¾ad oceny w obszernych klasach funkcji F spe÷niaj ¾acych dóśc ogólne za÷o·ze-
nia (zamkni¾etych ze wzgl¾edu na kombinacje liniowe funkcji), a wi¾ec rozwa·za-
nia mog ¾a np. dotyczýc regresji w klasie wielomianów stopnia � p < 1; re-
gresji w klasie funkcji pot¾egowych lub wyk÷adniczych zmiennej x z ró·znymi
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parametrami, regresji w klasie funkcji trygonometrycznych, a tak·ze regresji
w klasie funkcji mierzalnych wzgl¾edem ustalonego �-cia÷a, itp.

20 zamiast przybli·zania nieznanych surowych wartósci zmiennej y; w pracy
badana jest regresja dla wartósci g (y) w probabilistycznych synchronicznych
strukturach regresjiP = Pg; przy czym zmienna objásniaj ¾aca x oraz zmienna
y s ¾a okréslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej (
;A; P ), a prze-
kszta÷cenie g jest traktowane jako funkcja skaluj ¾aca surowe wartósci nieznanej
zmiennej y,

30 zamiast poszukiwania pojedynczych elementów b¾ed ¾acych najlepszym przy-
bli·zeniem, które w przypadku minimalizowania średniokwadratowego b÷¾edu
przybli·zonej oceny faktycznie s ¾a klasami równowa·znósci funkcji równych
prawie wsz¾edzie, w pracy opisywane s ¾a w÷asnósci rodziny funkcji regresji
Reg (F ;Pg) � F w zale·znósci od klas funkcji F w których poszukiwane jest
najlepsze przybli·zenie wartósci g (y) minimalizuj ¾ace b÷¾ad średniokwadratowy

� (f � x; g � y) =
Z



jf � x� g � yj2 dP; f 2 F :

Rozszerzaj ¾ac informacje podane w p. 20 warto podkréslíc, ·ze wprowa-
dzenie funkcji g skaluj ¾acej surowe wyniki zmiennej zale·znej y jest dóśc inte-
resuj ¾acym zabiegiem, gdy·z pozwala wyrazíc regresj¾e w sposób uwik÷any.
Ponadto wprowadzenie funkcji g umo·zliwia udowodnienie g÷ównego rezul-
tatu pracy, jakim jest Twierdzenie 3.8, na którym opiera si¾e wi¾ekszóśc dal-
szych rozwa·zań. W szczególnósci, na podstawie Twierdzenia 3.8 w pracy
znaleziony zosta÷m.in. ogólny wzór dla rodziny funkcji regresji Reg (F ;Pg)
(Tw. 3.15), a nast¾epnie wzór dla rodziny funkcji regresji w ramach klasy
F funkcji rozpi¾etych na skończonym zbiorze elementów (Tw. 4.11). Warto
jednak úswiadomíc sobie, ·ze funkcja g nie mo·ze býc ca÷kowicie dowolna, w za-
stosowaniach praktycznych powinna to býc raczej funkcja ró·znowartósciowa
(chocia·z takie za÷o·zenie nie jest potrzebne w dowodach twierdzeń), bowiem
funkcja skaluj ¾aca która nie spe÷nia tego wymogu mo·ze istotnie zaw¾e·zác infor-
macje zawarte w zbiorze wartósci zmiennej y; w skrajnym przypadku mo·zemy
przybli·zác jak ¾ás sta÷¾a g (y) = const: W niektórych punktach pracy, np. na
str. 9, jako funkcje skaluj ¾ace wymienia si¾e wielomiany stopnia pierwszego,
wydaje si¾e jednak, ·ze takie zaw¾e·zenie mo·zliwósci wyboru funkcji skaluj ¾a-
cych g jest zbyt ograniczaj ¾ace, gdy·z dla (ró·znowartósciowej) funkcji liniowej
mo·zna ÷atwo znaléźc funkcj¾e odwrotn ¾a g�1; a nast¾epnie rozwa·zác problem
regresji w klasie funkcji z÷o·zonych g�1 � f; f 2 F :
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Natomiast metoda badań problemu regresji naszkicowana powy·zej w p.
30 ma dalsze istotne konsekwencje. Mianowicie, zamiast poszukiwania mi-
nimum funkcjona÷u wyra·zaj ¾acego b÷¾ad przybli·zenia w obr¾ebie podzbiorów
przestrzeni Hilberta badania przedstawione w pracy s ¾a prowadzone w prze-
strzeniach pseudo-hilbertowskich, czyli przestrzeniach pseudo-metrycznych
zupe÷nych z pseudo-metryk ¾a generowan ¾a przez iloczyn skalarny, w kórych
istniej ¾a ró·zne elementy (funkcje ró·zni ¾ace si¾e od siebie), ale ich odleg÷ósci s ¾a
równe zero. Z tego wzgl¾edu rozwa·zania zaprezentowane w pracy s ¾a raczej
nietypowe i w konsekwencji trudniejsze od badań w ramach dobrze znanych
przestrzeni Hilberta, poniewa·z niektóre powszechnie znane twierdzenia dla
przestrzeni Hilberta nie s ¾a s÷uszne w przestrzeniach pseudo-hilbertowskich.
Ponadto w przypadku, gdy b÷¾ad oceny przybli·zenia jest wyra·zony w metryce
średniokwadratowej, pomijaj ¾ac sytuacj¾e, gdy mamy do czynienia z dyskretn ¾a
miar ¾a probabilistyczn ¾a o dodatnich masach przyporz ¾adkowanych wszystkim
punktom przeliczalnej przestrzeni 
; w÷ásciwie nie mo·zna znaléźc dok÷adnych
funkcji minimalizuj ¾acych b÷¾ad średniokwadratowy, lecz tylko klasy równo-
wa·znósci takich funkcji (ewentualnie podklasy tych klas po odpowiednim
zaw¾e·zeniu teoretycznego modelu funkcyjnego F), co dodatkowo komplikuje
rozwa·zania. Z drugiej strony opisane podej́scie do problemu regresji mo·ze býc
zalet ¾a, jésli poszukujemy regresji w klasie zwyk÷ych funkcji, a nie w jakiej́s
przestrzeni sk÷adaj ¾acej si¾e z klas równowa·znósci funkcji.

Po tych ogólnych uwagach wst¾epnych mo·zemy przej́śc do dok÷adniejszego
opisu wyników zawartych w pracy.

W rozdziale I omówione zosta÷y ogólne problemy dotycz ¾ace zagadnienia
regresji, m.in. przedstawiony zosta÷zarys historycznego rozwoju badań nauko-
wych zwi ¾azanych z problematyk ¾a regresji. Ponadto wprowadzone zosta÷y
podstawowe poj¾ecia dotycz ¾ace zagadnienia regresji, w szczególnósci sformu-
÷owane zosta÷y de�nicje asynchronicznej struktury regresji, oraz synchronicz-
nej struktury regresji, b¾ed ¾acej przedmiotem badań opisanych w pracy.

Rozdzia÷II zawiera pomocnicze rezultaty z zakresu teorii miary i ca÷ki
wykorzystywane w dalszych cz¾ésciach pracy. Jednym z g÷ównych wyników
podanych w tym rozdziale jest Lemat 2.4, który razem z bezpósrednim dowo-
dem zajmuje prawie 4 strony pracy. Po dok÷adniejszej analizie okazuje si¾e
jednak, ·ze Lemat 2.4 jest w÷ásciwie specjalnym przypadkiem Lematu 2.3,
zawieraj ¾acego wzór na ca÷kowanie przez podstawienie (dobrze znany w przy-
padku ca÷ki funkcji rzeczywistych) rozszerzony w rozprawie na ca÷ki funkcji
zespolonych wzgl¾edem miary, przy czym dowód Lematu 2.3 jest znacznie
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krótszy i prostszy od dowodu Lematu 2.4. Fakt, i·z Lemat 2.4 jest specjal-
nym przypadkiem Lematu 2.3 mo·zna uzasadníc w nast¾epuj ¾acy sposób (przy
oznaczeniach analogicznych jak w pracy).
Niech (
;B) ; (
0;B0) i (
00;B00) b¾ed ¾a przestrzeniami mierzalnymi i niech


0 = 
0 � 
00 b¾edzie przestrzeni ¾a z �-cia÷em produktowym B0 
 B00 =
� (A0 � A00 : A0 2 B0; A00 2 B00) ; tzn. najmniejszym �-cia÷em zawieraj ¾acym
wszystkie iloczyny kartezjańskie zbiorów mierzalnych A0 2 B0; A00 2 B00:
Za÷ó·zmy, ·ze x : 
 ! 
0 jest funkcj ¾a (B;B0)-mierzaln ¾a i y : 
 ! 
00 jest
funkcj ¾a (B;B00)-mierzaln ¾a. Wtedy odwzorowanie (x; y) : 
 ! 
0 okréslone
wzorem (x; y) (!) = (x (!) ; y (!)) ; ! 2 
 jest funkcj ¾a (B;B0 
 B00)-mierzaln ¾a.
W konsekwencji, dla dowolnej miary � : B ! R; funkcja zbioru �x;y :
B0 
 B00 ! R dana wzorem �x;y (C) = �

�
(x; y)�1 (C)

�
; C 2 B0 
 B00; jest

miar ¾a na �-ciele B0 
 B00: Niech teraz G : 
0 ! C b¾edzie dowoln ¾a funkcj ¾a
(B0 
 B00;B (C))-mierzaln ¾a, gdzie B (C) jest �-cia÷em zbiorów borelowskich w
przestrzeni C z metryk ¾a jz1 � z2j ; z1; z2 2 C: Wówczas zgodnie z Lematem
2.3 mamy

G 2 L1 (
0;B0 
 B00; �x;y) , G � (x; y) 2 L1 (
;B; �) ;

oraz ^
G2L1(
0;B0
B00;�x;y)

Z



G � (x; y) d� =
Z

0

Gd�x;y:

Za÷ó·zmy nast¾epnie, ·ze f : 
0 ! C jest funkcj ¾a (B0;B (C))-mierzaln ¾a, oraz
g : 
00 ! C funkcj ¾a (B00;B (C))-mierzaln ¾a. Zauwa·zmy, ·ze przekszta÷cenie
G = f � g : 
0 = 
0 � 
00 ! C okréslone wzorem G (t1; t2) = f (t1) � g (t2) ;
t1 2 
0; t2 2 
00; jest funkcj ¾a (B0 
 B00;B (C))-mierzaln ¾a, gdy·z jest z÷o·zeniem
(B0 
 B00;B (C)
 B (C))-mierzalnej funkcji (f; g) ;


0 = 

0 � 
00 3 (t1; t2) 7! (f (t1) ; g (t2)) 2 C� C

oraz funkcji ci ¾ag÷ej C � C 3 (z1; z2) 7! z1 � z2 2 C: Przyjmuj ¾ac G = f � g
otrzymujemy tez¾e Lematu 2.4, tj.

G = f �g 2 L1 (
0;B0 
 B00; �x;y) , G�(x; y) = (f � x)�(g � y) 2 L1 (
;B; �) ;

oraz ^
f �g2L1(
0;B0
B00;�x;y)

Z



(f � x)�(g � y) d� =
Z

0

f �gd�x;y =
Z


0�
00

f (t1)�g (t2) d�x;y (t1; t2) :
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Ponadto w rozdziale II na str. 24 w 12 linii od góry pod znakiem ostatniej
ca÷ki powinna býc funkcja jf jp zamiast jf j ; mo·zna to jednak uznác za b÷¾ad
typogra�czny, który nie utrudnia zrozumienia sensu tego wzoru.

Rozdzia÷III opisuje najwa·zniejsze w÷asnósci rodzin funkcji regresji dla
teoretycznych modeli F b¾ed ¾acych zbiorami zamkni¾etymi ze wzgl¾edu na skoń-
czone kombinacje liniowe elementów. W trakcie dok÷adniejszej analizy tej
cz¾ésci pracy stwierdzamy, ·ze formu÷uj ¾ac Lemat 3.14 oraz Twierdzenie 3.15
warto dodác za÷o·zenie Reg (F ;Pg) 6= ;, bowiem dowodzenie w÷asnósci ele-
mentów zbioru pustego, które faktycznie nie istniej ¾a, raczej nie ma sensu.
Wypowied́z Wniosku 3.16, który wynika z Lematu 3.14 i Twierdzenia 3.15,
zawiera ju·z za÷o·zenie Reg (F ;Pg) 6= ;, zatem w pierwszym zdaniu dowodu
tego wniosku nie ma potrzeby pisác " za÷ó·zmy, ·ze istnieje f0 2Reg (F ;Pg)",
bowiem przy za÷o·zeniu Reg (F ;Pg) 6= ; faktycznie istnieje jakís element tego
zbioru, a wi¾ec wystarczy napisác " za÷ó·zmy, ·ze f0 2Reg (F ;Pg)". Ponadto
dwa ostatnie zdania Uwagi 3.12 w rozdziale III na str. 40 nie s ¾a s÷uszne
w ca÷ej rozci ¾ag÷ósci, poniewa·z warunkowe wartósci oczekiwane wzgl¾edem
�-cia÷okrésla si¾e dla zmiennych losowych ca÷kowalnych (maj ¾acych skoń-
czony pierwszy moment), natomiast minimalizuj ¾ac b÷¾ad średniokwadratowy
w klasie wszystkich funkcji mierzalnych wzgl¾edem ustalonego �-cia÷a, ·zeby
osi ¾agn ¾ác jakís konstruktywny wynik nale·zy za÷o·zýc, ·ze rozwa·zane funkcje
s ¾a ca÷kowalne z kwadratem (a takie za÷o·zenie dla zmiennych losowych jest
mocniejsze od istnienia momentów rz¾edu pierwszego).

W rozdziale IV podane zosta÷y dok÷adne wzory precyzuj ¾ace postác funkcji
regresji w przypadku, gdy klasa F jest zbiorem rozpi¾etym na skończenie wielu
elementach bazowych. W tym rozdziale warto by÷oby wprowadzíc drobne
poprawki w dowodzie Lematu 4.6. Zamiast drugiego zdania w pierwszej,
drugiej i trzeciej linii od góry na str. 55, które brzmi "Ustalmy dowolnie
f 2 L2 (A;Ax; Px) oraz ci ¾ag N 3 n 7! fn 2 �+F taki, ·ze kfn � fk ! 0; gdy
n! +1" nale·zy raczej napisác "Ustalmy dowolnie ci ¾ag N 3 n 7! fn 2 �+F
zbie·zny do pewnej granicy f 2 L2 (A;Ax; Px) ; tzn. kfn � fk ! 0; gdy
n! +1: Musimy wykazác, ·ze f 2 �+F :"Wynika to z faktu, ·ze dla dowol-
nie ustalonego elementu f 2 L2 (A;Ax; Px), ci ¾ag N 3 n 7! fn 2 � + F spe÷-
niaj ¾acy warunek kfn � fk ! 0; gdy n! +1; mo·ze nie istniéc. Nast¾epnie w
liniach 11-13 od góry na str. 56 po stwierdzeniu, ·ze zbiór�+F jest domkni¾ety
w przestrzeni H (P) ; pojawia si¾e konkluzja "na mocy Twierdzenia 3.10 ist-
nieje f 2Reg (� + F ;Pg) :" Otó·z z Twierdzenia 3.10 rzeczywíscie wynika,
·ze Reg (� + F ;Pg) 6= ;; a wi¾ec istnieje jakís element f 2Reg (� + F ;Pg) :
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Jednak·ze element f 2Reg (� + F ;Pg) nie musi býc tym samym elementem
f 2 �+F ; który jest granic ¾a ci ¾agu N 3 n 7! fn 2 �+F rozwa·zanym w pier-
wszej cz¾ésci dowodu, zatem w tym miejscu nale·zy dopisác zdanie "Wtedy ist-
nieje ci ¾ag N 3 n 7! fn 2 �+F zbie·zny do elementu f 2Reg (� + F ;Pg)", w
przeciwnym razie nie widác zwi ¾azku mi¾edzy elementem f 2Reg (� + F ;Pg) i
pierwsz ¾a cz¾ésci ¾a dowodu. Na str. 65 w pierwszej linii wzoru (4.48) wyst¾epuje
zmienna t1; której nie ma w drugiej linii tego wzoru, natomiast w drugiej linii
pojawia si¾e zmienna yk; która nie ma zwi ¾azku ze zmienn ¾a t1 (w pierwszej linii
tego wzoru zamiast dwukrotnie wyst¾epuj ¾acej zmiennej t1 2 Z1;n powinna býc
wartóśc k 2 Z1;n). Ponadto w ostatnim wzorze na str. 65 oraz wzorach w
drugiej i czwartej linii na str. 66, a tak·ze w drugiej linii na str. 68, po za-
stosowaniu ogólnej równósci (4.33) pojawiaj ¾a si¾e ca÷ki po zbiorach A � C i
C wzgl¾edem miar Px;y i Px;y(xk; �); podczas gdy formalnie bior ¾ac miary Px;y
i Px;y(xk; �) nie s ¾a okréslone w takich przestrzeniach. Mianowicie, miara Px;y
zosta÷a okréslona wzorem (3.6) na str. 29 w przestrzeni Z1;n�R; a nie Z1;n�C;
zatem Px;y(xk; �) jest miar ¾a okréslon ¾a na przestrzeni R; a nie na C: Tak ¾a
niéscis÷óśc mo·zna jednak ÷atwo usun ¾ác, jésli rozszerzymy Px;y do miary P x;y
na Z1;n � C przyjmuj ¾ac P x;y (fkg �B) = Px;y (fkg � (B \ R)) dla zbiorów
borelowskich B w przestrzeni C; gdy·z wówczas P x;y (fkg � (C n R)) = 0:
Warto równie·z wspomniéc, ·ze w czwartej linii od do÷u na str. 51 i podobnie
na str. 58 wyst¾epuje równóśc lin (;) = f�g ; gdzie � jest elementem zerowym
przestrzeni H (P) ; tymczasem zgodnie z okrésleniem podanym w 14 linii od
góry na str. 28 symbol lin (S) oznacza otoczk¾e liniow ¾a niepustego zbioru
S � (A! B) (zbiór pusty jest podzbiorem ka·zdej przestrzeni, a wi¾ec bez
dodatkowego objásnienia mo·zna przyj ¾ác, ·ze lin (;) jest zbiorem zawieraj ¾acym
element zerowy dowolnej przestrzeni; czytelnik tylko na podstawie kontek-
stu mo·ze domýslác si¾e o jaki element zerowy tu chodzi). Warto równie·z
wspomniéc, ·ze de�nicja (4.30) wielkósci E (ujv) w 4 linii na str. 60 mo·ze
býc nieco myl ¾aca, poniewa·z w teorii prawdopodobieństwa symbolem E (ujv)
oznacza si¾e warunkow ¾a wartóśc oczekiwan ¾a zmiennej losowej u wzgl¾edem
zmiennej v; natomiast wzór (4.30) de�niuje pewien operator (mo·zna tu by÷oby
zastosowác np. oznaczenie E (u�v) ). Wreszcie w zdaniu "Ustalmy dowol-
nie n 2 Z1;p�1 ..." w drugiej linii od do÷u na str. 74 indeks n powinien býc
zast ¾apiony przez l:

Nie mam ·zadnych uwag ani zastrze·zeń dotycz ¾acych rozdzia÷u pi ¾atego oraz
za÷¾acznika na końcu rozprawy. W tej cz¾ésci pracy znajduj ¾a si¾e interesuj ¾ace
przyk÷ady zastosowań teorii rozwini¾etej w poprzednich rozdzia÷ach.
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Warto natomiast wspomniéc o kilku drobnych b÷¾edach literowych jakie
wkrad÷y si¾e do pracy. Np. kilka razy b÷¾ednie zosta÷o napisane nazwisko
Lebesgue, m.in. na str. 17 w drugiej linii tekstu od góry i na str. 24 w
drugiej linii od góry mamy s÷owo Lebesque (napisane przez "q"), na str. 16 w
trzynastej linii od do÷u powinno býc "wyznaczeniu wszystkich funkcji f0 2 F
minimalizuj ¾acych funkcjona÷F", a nie "minimalizuj ¾acy funkcjona÷F", na
str. 42 w jedenastej linii od góry pojawia si¾e dwukrotnie to samo s÷owo "jest
jest", itp. Kilka b÷¾edów mo·zna te·z dostrzec w Bibliogra�i, np. poprawny
tytu÷ksi ¾a·zki M. Fisza brzmi Probability Theory and Mathematical Statistics,
a nie Statistic (poz. [11]), prawid÷owy tytu÷ksi ¾a·zki podanej jako poz. [28]
Bibliogra�i powinien brzmiéc Regressions: Why Are Economists Obsessed
with Them? a nie Obessessed, w poz. [30] zamiast Real and complex analysis,
McGRAF-HILL, tytu÷ksi ¾a·zki nale·zy napisác du·zymi literami (konsekwentnie
jak w innych pozycjach Bibliogra�i), a nazw¾e wydawnictwa te·z nieco inaczej,
tzn. Real and Complex Analysis, McGraw-Hill.

Kilka uwag nale·zy tak·ze póswi¾ecíc terminologii stosowanej w rozprawie.
Np. na str. 9 jest mowa o funkcji próbkuj ¾acej y; co sugeruje, ·ze wartósci y
s ¾a znane, a wi¾ec powstaje pytanie: dlaczego mamy oceniác wartósci y przy
pomocy funkcji (regresji) zmiennej x? Równie·z nazwa rozmaitóśc liniowa
u·zyta w dziesi ¾atej linii na str. 28 i pó́zniej stosowana w dalszym ci ¾agu pracy
na oznaczenie zbioru elementów F zamkni¾etego ze wzgl¾edu na skończone
kombinacje liniowe wydaje si¾e nieodpowiednia. Ponadto nazwa przestrzeń
pseudo-Hilberta stosowana w ca÷ej pracy jest raczej niefortunnie wybrana,
gdy·z mo·ze nasuwác przypuszczenie, ·ze chodzi o przestrzeń skonstruowan ¾a
przez kogós kto podszywa si¾e pod Hilberta (nieco lepsza wydaje si¾e nazwa
przestrzeń pseudo-hilbertowska). Warto tak·ze wspomniéc o braku konsek-
wencji dotycz ¾acej oznaczeń, np. w rozdziale II �-cia÷a podzbiorów przestrzeni

 (z dodatkowymi wskáznikami) s ¾a oznaczane liter ¾a B; a w innych rozdzia-
÷ach pracy liter ¾a A; miara �x;y powstaje z miary �; a wi¾ec powinna býc
oznaczona symbolem �x;y; podobnie jak miara Px;y powsta÷a z miary P; itd.

Przechodz ¾ac do merytorycznej oceny pracy, wmojej opinii najciekawszymi
rezultatami otrzymanymi w wyniku badań probabilistycznych struktur
regresji s ¾a Twierdzenia 3.8, 3.10 i 3.11, oraz Twierdzenia 4.10, 4.11 i 4.12.
Wspomniane rezultaty, jak równie·z kilka lematów pomocniczych, s ¾a wynikami
które mog ¾a odegrác wa·zn ¾a rol¾e w teorii regresji, przy czym wydaje si¾e, ·ze
wi¾ekszóśc z nich mo·zna uogólníc (np. na kombinacje wypuk÷e, czy funkcje o
wartósciach w przestrzeniach nieskończenie wymiarowych).
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Pomimo sporej liczby wymienionych powy·zej drobnych usterek nale·zy
podkréslíc, ·ze wszystkie rozwa·zania zawarte w omawianej pracy doktorskiej
zosta÷y przedstawione w sposób jasny i przejrzysty, przytoczone dowody
wi¾ekszósci rezultatów s ¾a raczej krótkie i zwi¾ez÷e, a sposoby argumentacji
i metody rozumowania � precyzyjne i przekonuj ¾ace. Jak zwykle w tego
rodzaju obszernych publikacjach Autorka nie ustrzeg÷a si¾e niestety drobnych
b÷¾edów i niedoci ¾agni¾éc, o których wspomnia÷em powy·zej. Wi¾ekszóśc tych
usterek mo·zna jednak uznác za b÷¾edy typogra�czne, a wszystkie wspomnia-
ne wczésniej usterki mo·zna ÷atwo usun ¾ác (przygotowuj ¾ac np. wyniki pracy
do publikacji w formie artyku÷ów). Ponadto dostrze·zone niedoci ¾agni¾ecia nie
utrudniaj ¾a zbytnio zrozumienia trésci rezultatów przedstawionych w pracy.

Podsumowuj ¾ac powy·zsze uwagi mo·zna stwierdzíc, ·ze opisywana rozprawa
doktorska stanowi niew ¾atpliwie oryginalne rozwi ¾azanie niektórych problemów
teorii regresji, a w szczególnósci charakteryzacji rodzin funkcji minimalizuj ¾a-
cych średniokwadratowy b÷¾ad przybli·zenia nieznanych wielkósci przy pomocy
wielkósci obserwowanych.Warto równie·z wspomniéc, ·ze w trakcie prowadzo-
nych w rozprawie rozwa·zań Autorka wykaza÷a si¾e du·z ¾a wiedz ¾a teoretyczn ¾a, a
tak·ze umiej¾etnósci ¾a samodzielnego mýslenia oraz rozwi ¾azywania problemów
matematycznych. Bior ¾ac pod uwag¾e powy·zsze spostrze·zenia ogólna ocena
rozprawy doktorskiej mgr Agnieszki Szumery powinna býc pozytywna.

Uwa·zam, ·ze rozprawa doktorska "Probabilistyczne struktury regresji"
mgr Agnieszki Szumery spe÷nia wszelkie wymagania ustawy z dn. 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki wraz z pó́zniejszymi zmianami (za÷¾acznik do obwieszczenia
Marsza÷ka Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej z dn. 15 wrzésnia 2017 r. Dz. U.
poz. 1789). W zwi ¾azku z tym sk÷adam wniosek o dopuszczenie jej Autorki,
mgr Agnieszki Szumery, do dalszych etapów przewodu doktorskiego.

dr hab. August Zapa÷a
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