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Recenzja

rozprawy doktorskiej p. mgr Agnieszki Szumera pt.
Probabilistyczne Struktury Regresji

Przedlozona przez p. mgr Agnieszke Szumere rozprawa doktorska jest
opracowaniem dos¢ obszernym, liczacym 104 strony. Autorka zalgcza w roz-
prawie bibliografie ztozona z 34 pozycji, ktore pochodza z réznego okresu,
w tym sa pozycje pochodzace jeszcze z XIX wieku (tych pozycji jest 8).

W recenzowanej rozprawie doktorskiej Autorka zajmuje si¢ uogélnieniem
klasycznej koncepcji regresji rozwazanej na gruncie przestrzeni pseudo-Hil-
berta w pracy [25] (wedlug numeracji Bibliografii w rozprawie doktorskiej)
na przestrzen probabilistyczna. Uogélnienie zawarte w rozprawie doktorskiej
przedstawione jest przy pomocy rozwigzania pewnego problemu ekstremalne-
go na wspomnianej przestrzeni probabilistycznej. Kluczowym pojeciem wpro-
wadzonym w rozprawie doktorskiej jest pojecie probabilistycznej struk-
tury regresji.

W celu wprowadzenia tego pojecia zalézmy, ze (€2, A, P) jest przestrzenia
probabilistyczng oraz A jest zadanym zbiorem niepustym, natomiast B ozna-
cza zbior liczb rzeczywistych R lub zbior liczb zespolonych C. Nastepnie,
rozwazmy dwie funkcje z : Q — A oraz y : Q — B, ktére interpretujemy
jako tzw. funkcje préobkujace, a wiec funkcje wygenerowane przez dane eks-
perymentalne rozwazanego modelu regres;ji.

W dalszym ciggu symbolem 0 oznacza¢ bedziemy odchylenie funkcji teore-
tycznej od danych empirycznych. Zatem

§: B% x BY SR,

gdzie symbol B% oznacza zbiér wszystkich funkeji odwzorowujacych prze-
strzen zdarzen elementarnych €2 w zbiér B, natomiast R oznacza rozszerzona
prosta rzeczywista.



Wspomniane wyzej pojecie probabilistycznej struktury regresji oznaczamy
przez B i przedstawia ono zespét (A, B,d;x,y), ktory jest rozwazany nad
przestrzenia probabilistyczna (€2, A, P).

Z probabilistyczng struktura regresji B zwiazuje sie rodzine funkcji F
nazywang teoretycznym modelem funkcyjnym struktury regresji B.
Rodzina F jest pewnym podzbiorem rodziny wszystkich funkcji odwzoro-
wujacych zbior A w zbior B. W pracy zaklada sie, ze rodzina F tworzy
tzw. rozmaito$¢ liniowg we wspomnianej przestrzeni funkcji odwzorowuja-
cych zbiér A w zbiér B, ktéra jest wyposazona w standardowe dzialania
dodawania funkcji i ich mnozenia przez skalary za zbioru B.

W dalszych rozwazaniach prowadzonych w recenzowanej rozprawie dok-
torskiej pojawia si¢ naturalne zagadnienie polegajace na wyznaczeniu opty-
malnych funkcji w modelu funkcyjnym F w tym sensie, ze sg one najlepiej
dopasowane do danych empirycznych reprezentowanych przez funkcje i y.
Kryterium, wedtug ktoérego oceniamy stopien tego dopasowania, jest oczy-
wiscie funkcja 0. Ujmujac rzecz nieco $cislej, rozwazmy problem polegajacy
na wyznaczeniu i zbadaniu klasy Reg(F,B) ztozonej ze wszystkich funkcji
fo € F, ktére minimalizuja funkcjonal f — 6(f o z,y) okreslony na klasie
funkcji F o wartoéciach w rozszerzonej prostej rzeczywistej R. Funkcje takie
nosza nazwe funkcji regresji w klasie 7 wzgledem probabilistycznej
struktury regresji B, natomiast wyzej zdefiniowany problem ekstremal-
ny nazwany zostal przez Autorke problemem regresji w klasie F dla
struktury B.

Przedlozona rozprawa doktorska jest wzorowana na pracy [25], ktérej au-
torami sa prof. D. Partyka i prof. J. Zajac. W nawigzaniu do rozwazan tej
pracy Doktorantka rozroznia dwa podstawowe typy struktur regresji opartych
na metodzie najmniejszych kwadratow. Sa to tzw. asynchroniczne struktu-
ry regresji oraz synchroniczne struktury regresji. Nie bede tutaj przytaczat
okreslen tychze typow struktur regresji, poniewaz w swojej pracy doktorskiej
p.- A. Szumera skupia sie na synchronicznych strukturach regresji okreslo-
nych przy pomocy przestrzeni probabilistycznych. Tym niemniej, Doktorant-
ka uzyskata wiele wynikow majacych ogolniejszy i alternatywny charakter
w poréwnaniu do pracy [25]. Ponadto, rozwazania prowadzone w rozprawie
zawieraja uproszczenia rozwazan prowadzonych we wspomnianej pracy [25].



Przejde teraz do krotkiego omdwienia tresci kolejnych pigciu rozdziatow
recenzowanej rozprawy.
Rozdzial 1 stanowi wprowadzenie do teorii regresji i przedstawia te teorig
w nawiazaniu do jej historycznego rozwoju. W rozdziale tym wprowadzone
sg opisowe definicje dotyczace poje¢ uzywanych w teorii regresji i wyjasniona
jest rola pojeé, ktére te definicje wprowadzaja. Szczegdlng uwage Autorka
zwraca na historyczny rozwoj poje¢ teorii regresji, podkreslajac doniosta role
jaka w rozwoju tej teorii odgrat sir F. Galton.
Warto jeszcze wspomnie¢ o tym, ze w Rozdziale 1 znajduje sie opis asynchro-
nicznych i synchronicznych struktur regresji przedstawiony zgodnie z prekur-
sorska praca [25].

Rozdziat 2 ma charakter pomocniczy i zawiera fakty dotyczace wykorzy-
stywanego w pracy catkowania funkcji zespolonych. Doktorantka napisata
ten rozdziat poshugujac sie klasycznym podejsciem opartym na aproksymacji
funkcji zespolonych przy pomocy funkcji prostych. Doktadniej rzecz ujmu-
jac, dowolna funkcja o wartosciach zespolonych przedstawiana jest jako suma
czesci rzeczywistej tej funkcji i jej czesci urojonej, a nastepnie funkcje wy-
razajace czesé rzeczywistg i urojona aproksymuje sie odpowiednio ciggami
funkcji prostych.

Podstawowym rozdzialem recenzowanej rozprawy doktorskiej jest Roz-

dzial 3, w ktorym zdefiniowane jest pojecie probabilistycznej struktury regre-
sji nad zadang przestrzenig probabilistyczng. Gtowny wynik tego rozdziatu
zawarty jest w Twierdzeniu 3.8, w ktorym podaje si¢ przedstawienie do-
wolnej funkcji z teoretycznego modelu funkcyjnego struktury regresji przy
pomocy wartosci odpowiedniego funkcjonatu z przestrzeni pseudo-Hilberta
typu L2. Doniostoéé¢ tego twierdzenia polega na tym, ze przy jego pomocy
charakteryzuje sie klase funkcji regresji. Warto tutaj zwroci¢ uwage na fakt,
ze Twierdzenie 3.8 ma postac¢ znanych z analizy funkcjonalnej twierdzen o re-
prezentacji funkcjonaléow liniowych w pewnych przestrzeniach Banacha.
Z Twierdzenia 3.8 wypltywa szereg wnioskéw, ktore sa w pracy zauwazone
i sformutowane. I tak, np. jednym z takich wnioskow jest twierdzenie o jedno-
znacznosci funkeji regresji (Twierdzenie 3.15) oraz twierdzenie o mozliwosci
opisu regresji pierwszego rodzaju w terminach probabilistycznych struktur re-
gresji (Twierdzenie 3.11). Ponadto, w Rozdziale 3 zamieszczony jest przyktad
uzasadniajacy potrzebe rozwazania zespolonych probabilistycznych struktur
regresji (Przyktad 3.4). Przyklad ten jest kontynuowany w Rozdziale 4.



Rozdziat 4 omawia zagadnienie efektywnego wyznaczania funkcji regre-
sji przy pomocy zadanej skonczonej bazy rozmaitosci liniowej F okreslaja-
cej model funkcyjny struktury regresji. Ponadto, w tym rozdziale znajduje
sie rozwigzanie problemu regresji dla jednowymiarowych, dwuwymiarowych
i tréjwymiarowych modeli teoretycznych F. Znajduja sie tutaj takze rozwa-
zania dotyczace regresji dla wielowymiarowych modeli liniowych.

Ostatni rozdziat pracy, Rozdziat 5, przedstawia kilka konkretnych przy-
ktadow wyznaczania funkcji regresji przy pomocy opracowanej przez Dokto-
rantke metody numerycznej, ktora bazuje na przedstawionych w rozprawie
doktorskiej rozwazaniach i ich wynikach. Wystepujace we wspomnianych
przyktadach funkcje regresji sa wyznaczane dla zadanych uktadéw funkcji
bazowych. Przyktady zawarte w Rozdziale 5 sa bardzo dobrze dobrane i tad-
nie zilustrowane. Pokazujg one praktyczng uzytecznosé¢ wynikéw osiagnietych
przez Doktorantke w Jej dysertacji.

Rozprawa doktorska p. mgr A. Szumery jest starannie zredagowana i przed-
stawia wyniki z zakresu szeroko rozumianej probabilistyki. Wyniki te sa trud-
ne a nawet o$miele sie je nazwa¢ wysoce nietrywialne. Na uwage zastuguje
fakt, ze Doktorantka bardzo biegle postuguje sie narzedziami i metodami sta-
tystyki matematycznej i rachunku prawdopodobienstwa jak réwniez roznymi
faktami z teorii miary i caltki oraz algebry liniowej.

Do mankamentéw pracy nalezy zaliczy¢ wprowadzany niekiedy chaos
w nadmiarze réznych faktow, ktérymi Doktorantka sie postuguje. Wydaje
mi sie, ze przedlozong rozprawe doktorska moze czytaé i rozumie¢ ktos, kto
jest bardzo dobrze obeznany z metodami stosowanymi w probabilistyce. In-
nym mankamentem pracy doktorskiej jest rowniez to, ze Doktorantka nie
wskazata w rozprawie doktadnie tych rezultatéw, ktorych sama jest autorka
i ktére zostaly opublikowane w pracy [33] - jest to jedyna praca napisana
przez Doktorantke (poza praca [27], ktéra ma charakter dydaktyczny), cyto-
wana w Bibliografii.

Wspomniane wyzej uwagi krytyczne nie umniejszaja wartosci naukowej
rezultatéw zawartych w recenzowanej rozprawie doktorskiej. Z pelnym prze-
konaniem wnioskuje o dopuszczenie p. mgr Agnieszki Szumery do
dalszych etapow przewodu doktorskiego oraz o nadanie Jej stopnia
doktora nauk matematycznych.

Rzeszéw, 30 sierpnia 2022 r.



